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1 Esempi e modelli di Programmazione Matematica: ele-
menti introduttivi

Iniziamo questa prima parte delle presenti note introducendo tre brevi esempi di proble-
mi di Programmazione Matematica. Quest’ultima costituira ’argomento centrale del
corso; di essa daremo una definizione e parleremo piu dettagliatamente nelle sezioni suc-
cessive. I seguenti semplici esempi sono pensati nello spirito di suggerire allo studente la
natura dei contenuti del corso. Non intendiamo pertanto rappresentare in questa sezione
una descrizione esaustiva, tanto meno completa, dei modelli oggetto di studio della Pro-
grammazione Matematica.

Esempio 1.1 (Problema dell’investitore)

Dato un budget di denaro M > 0, siano ay,...,a, (con a; > 0,1 =1,...,n) le quan-
tita prefissate di denaro investibili in n distinte tipologie di investimenti (per esempio, se
la tipologia di investimento ‘1’ corrisponde a “titoli di stato”, il coefficiente a1 = 1000
corrisponde a dire che i titoli di stato sono acquistabili a tranche di 1000 Euro). Siano
T1,...,Ty 1 Lvelli di attivazione degli n investimenti, i.e. nell’investimento i-simo verra
investita la quantita di denaro a;z;. Sia U(x) una funzione di utilita definita da
ciascun investitore, associata al vettore x (sostanzialmente ciascun investitore mostra una
propensione personale verso un investimento piuttosto che un altro, tra gli n disponibili).
Pertanto ’investitore intende trovare (almeno) un vettore che risolve il problema di mas-
stmizzazione della propria utilita

max U(x)

a1x1+ -+ apry, < M
xz > 0.

1l problema precedente contiene sostanzialmente i tre ingredienti fondamentali di un mo-
dello di Programmazione Matematica:

e una funzione da massimizzare/minimizzare (funzione obiettivo),
e un insieme ammissibile (eventualmente coincidente con IR"™) definito da vincoli
e un insieme di variabili.

Si osservi che nella formulazione precedente gli investimenti sono frazionabili (i.e. x €
R™). Qualora linvestitore avesse a disposizione solo investimenti non frazionabili, allora
la formulazione diverrebbe (con Z indichiamo l'insieme dei numeri interi)

max U(z)

a1+ -+ apxr, <M
x>0
reZm".

Si noti infine che in entrambe le precedenti formulazioni, le variabili compaiono nei vincoli
con esponente pari ad uno. Invece la funzione da massimizzare ¢ in generale non lineare
nelle variabili x1,...,x,. Vedremo nel sequito l'importanza di quest’ultima affermazione.



Esempio 1.2 (Problema del knapsack (bisaccia))
Sia dato uno zaino (bisaccia), il cui volume massimo risulti pari alla quantita b > 0.
Supponiamo di voler inserire nello zaino m tipi di oggetti, con volumi rispettivamente
pari ad ai, ..., am, che pero potrebbero non entrare tutti a causa del volume limitato dello
zaino. Sia ui, © = 1,...,m, Uutilita di inserire ['oggetto i-simo nello zaino. Pertanto,
volendo ottenere la maggior utilita possibile dal riempimento dello zaino, nel rispetto del
vincolo sul volume e ricordando che gli oggetti sono esattamente di m tipi diversi, vogliamo
risolvere il problema

max 1Ty + o U,

a1y + -+ amTm <0
x>0
RS/ ALR

in cui la variabile x; rappresenta ora il numero di oggetti di tipo i da inserire nello zaino
(di nuovo Z ¢é l'insieme dei numeri interi). Si noti che a differenza del caso precedente,
ora sia la funzione da massimizzare che i vincoli sono costituiti da funzioni lineari nelle
variabili x1, ..., Ty (a parte i vincoli di interezza).

Esempio 1.3 (Problema numerico - lineare)

Un’industria possiede 3 centri di produzione (fabbriche) F1, F2, F3 e 2 magazzini di
stoccaggio M1, M2. Nelle fabbriche durante il mese corrente si producono due tipi di
prodotti Py e P, che vanno trasportati nei magazzini, in attesa del ritiro da parte dei
grossisti (si assuma che la descrizione semplificata appena data, contenga tutti e soli gli
elementi caratterizzanti della produzione di Py e Ps).

Nella sequente tabella riassumiamo i tempi unitari (in ore/unita) ed i costi unitari (in
euro/unita) di produzione di Py e P, in ciascuna fabbrica:

F1 F2 F3
costt  tempi | costi tempi | costi tempr
| 72 072 | 63 063 | 52 0.5
Pl 92 081 7.8  0.68 | 6.6 0.67

Inoltre, in ciascuna fabbrica, ¢ possibile far lavorare gli impianti per un numero di ore
massimo pari a 2200 ore per F1, 930 ore per F2 e 1600 ore per F3. Infine i 2 magazzini
richiedono rispettivamente un numero minimo di unita di prodotto pari a:

ed i costi di trasporto (euro/unita) dalle fabbriche ai magazzini, sono riassunti nella

sequente tabella:

M1 M2
Py | 1100 | 1900
Py | 1650 | 1300

M1
M2

0.90
0.99

0.88
1.10

1.03

0.85




Sulla base dei soli dati forniti si fornisca un modello di Programmazione Matematica nel
quale st intende minimizzare 1 costi di produzione e trasporto dei prodotti Py e Py. Intro-
duciamo 1 due sequenti insiemi di variabili:

x;j = unita di Py prodotte nella fabbrica Fi e trasportati nel magazzino Mj
(i=1,2,3, j=1,2).

yij = unita di Py prodotte nella fabbrica Fi e trasportati nel magazzino Mj
(1=1,2,3, j=1,2).

In questo caso si tratta di un problema di minimizzazione (di costi di produzione +
trasporto) e la quantita da minimizzare (funzione obiettivo) é data da (ciascuna coppia
di righe della somma seguente rappresenta uno dei due prodotti):

min 7.2(1’11 + .7}12) + 6.3(3321 + 33‘22) + 5.2($31 + 1‘32) +
0.90x11 + 0.88x21 + 1.03x31 + 0.99212 + 1.10x99 + 0.85x39 +
9.2(y11 + y12) + 7.3(y21 + y22) + 6.6(ys31 + y32) +
0.90y11 + 0.88y21 + 1.03y31 + 0.99y12 + 1.10y22 + 0.85y32.

Inoltre sono presenti i sequenti vincoli nel problema, relativi ai tempt di produzione

0.72(z11 + 12) + 0.81(y11 + y12) < 2200
0.63((1321 + 3322) -+ 0.68(y21 + ygg) <930

0.5(x31 + 32) + 0.67(y31 + y32) < 1600
ed alle richieste di unita di prodotto

11 + 221 + 231 > 1100
Y11 + Y21 + y31 > 1650
T19 + Tog + T3 > 1900

Y12 + Y22 + y32 > 1300.

Infine saranno presenti i vincoli di non negativita x;; > 0, y;; > 0, 1 = 1,2,3, j = 1,2,
ed i vincoli di interezza x;; intera, i = 1,2,3, j = 1,2, y;; intera, 1 = 1,2,3, j = 1,2. Il
modello complessivo sard quindi il sequente (si invita lo studente a verificare il significato
di ciascun vincolo e ciascun addendo della funzione obiettivo):

min 7.2(1‘11 + 1312) + 6.3(1‘21 + 1‘22) + 5.2(1’31 + 1’32) +
0.90x11 + 0.88x21 + 1.03x31 + 0.99212 + 1.10x99 + 0.85x35 +
9.2(y11 + y12) + 7.3(y21 + y22) + 6.6(ys31 + y32) +
0.90y11 + 0.88y91 + 1.03y31 + 0.99y12 4+ 1.10y22 4 0.85y32



0.72(z11 + z12) + 0.81(y11 + y12) < 2200

0.63(z21 + w22) + 0.68(y21 + y22) < 930

0.5(x31 + x32) + 0.67(ys1 + y32) < 1600

11 + 221 + 31 > 1100

Y11+ y21 +y31 = 1650

T12 + 22 + x32 > 1900

Y12 + Y22 + y32 > 1300

z;; > 0, intera, 1=1,2,3, 7=1,2

yi; = 0, intera, 1=1,2,3, 7=12
Anche qui, come nell’esempio precedente, sia la funzione da minimizzare che i vincoli sono
costituiti da funzioni lineari (escludendo i vincoli di interezza) nelle variabili x;; e y;;.

Inoltre, si noti che, a differenza degli Esempi 1.1 e 1.3, qui le variabili sono indicizzate
rispetto a due pedici.






2 Richiami e Definizioni Generali

In questa sezione diamo alcuni richiami e definizioni che verranno utilizzati nel seguito
(si veda anche [Ve08, Be95, BaShSh93, GS11] per un approfondimento). In particolare,
dovendo considerare nel corso 1'uso di elementi cui corrisponde sia un’interpretazione
algebrica che un’interpretazione geometrica, ¢ opportuno ricordare preliminarmente la
seguente definizione di Spazio Vettoriale.

Definizione 2.1 Sia dato un insieme di elementi (vettori) per i quali ¢ definita
un’operazione di somma ‘“+’. Si consideri l'insieme numerico (campo) K, tale che tra
1 suoi elementi sono definite l’operazione prodotto “’ e l'operazione somma ‘®’; inoltre
tra gli elementi di K ed i vettori di V & definita l’operazione ‘®’. Definiamo l’insieme di
vettori spazio vettoriale V(K) se soddisfa le sequenti proprieta:

0) z+yeV(K), Vz,y € V(K)

1) (z4y)+z=z+(y+2), Vz,y,z € V(K)

2) JweV(K) : z+w=uz, Vo € V(K)

3) VeeV(K), IzeV(K) : z+z=u,

4) z+y=y-+uz, Va,y € V(K)

5 aexcV(K), ae(fex)=(a-f)ex, Ve e V(K), Va,p € K
6) Joe K : cex=u, Vo e V(K)

7)) ae(z+y)=aer+aey, Ve,y € V(K), Va € K
8) (a®pf)er=aex+ e, Ve e V(K), Vo, € K

O

Si noti che spesso il vettore w nella 2) prende il nome di vettore nullo, mentre il vettore z
nella 3) prende il nome di opposto di x oppure elemento inverso. Esempi notevoli di spazi
vettoriali sono molto frequenti. Diamo di seguito alcuni di essi (si lascia per esercizio la
verifica che siano spazi vettoriali):

e L’insieme IR(IR), normalmente indicato come IR, dei numeri reali con le usuali ope-
razioni di somma tra due numeri reali e prodotto tra due numeri reali.

e L’insieme IR"(IR), normalmente indicato come IR", ovvero 'insieme dei vettori z del
tipo
z1
T = : , T1,...,Tn € IR,
Tn

per i quali definiamo il prodotto per uno scalare a € IR, mediante la

I QAT

axT

|
Q
|



e la somma z +y (con z,y € IR") mediante la

71 (! 1+
rTty= : + : = :
In Yn Tn + Yn
e L’insieme M,, ,(IR), ovvero le matrici rettangolari di dimensioni m (righe) ed n
(colonne), ad elementi in IR, per le quali definiamo il prodotto per uno scalare

a € IR mediante la (si osservi che ¢ x € My, »,(IR))

11 ot Tin ary] o Qg

Tm,1l *° Tmn ATm,1 " OTmn

e la somma z 4y (con z,y € M, ,(IR)) mediante la

1,1t Tin Yyl 0 Yin
ety = [ 0 |+

Tm,1 *° Tmn Ym,1 - Ymn

r11t+Yi1 o TintYin

Tm1+Ym1l “° Tmat Ymn

e L’insieme P,(IR), dei polinomi di una variabile reale, a coefficienti reali, di grado al
pit n. Ricordiamo che dati i due polinomi p(x) e ¢(x) di grado rispettivamente h e
k (con coefficienti reali pg, p1, ..., Pn € o, q1, - - -, Gk)

p(z) = po + p1z + poz® + - + ppa”
q(x) = qo + @z + @a® + - + g,
definiamo il prodotto ap(x), o € IR, come
ap(z) = (apo) + (ap1)z + (ap2)x® + - - + (app)z",
mentre per quanto riguarda la somma p(x) 4+ ¢(x) si ha quanto segue:

se h>k = p@)+q(x)=(po+q)+ (p1+aq)r+ (p2+g)z®+- -+
+(p + qr)2® + prprat T+ 4 prah

se h<k = p(z)+q(@)=@o+aq)+ (p1+aq)z+ (p2+g2)2” + -+
+(pn + @n)7" + grra™ T -+ gt

1 Si dimostri che linsieme Qy,(IR), dei polinomi di una variabile reale,

a coefficienti reali, di grado esattamente pari ad n, non & uno spazio vettoriale.

2 Dato lo spazio vettoriale V(K), si dica qual é il vettore inverso

dell’elemento neutro w.
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3 Si dimostri che l’elemento neutro w dello spazio vettoriale V(K) ¢

unico (suggerim.: non possono esistere due elementi neutri w e w distinti in quanto ...).

4 Dato il vettore x dello spazio vettoriale V(K), il vettore opposto/inverso

Z di x ¢ unico (i.e. per ogni assegnato vettore x mon possono esistere due vettori inversi

in V(K)).

5 Sia data la matrice A € My, n(IR). Lo studente dovrebbe provare che
gli insiemi (Spazio nullo / Kernel e Range della matrice A) di sequito definiti

N[A] ={z € R" : Az =0}

R[A] ={y € R™ :y = Az, per qualche vettore z € IR™}

sono entrambi spazi vettoriali. Inoltre, nel caso m = n e la matrice A sia non singolare,
allora la dimensione dello spazio vettoriale N[A] é zero.

6 Sfruttando la struttura di spazio vettoriale di IR(IR), si dimostri for-

malmnte che il prodotto di 2 numeri reali negativi non puo fornire un numero reale nega-
tivo.

Definizione 2.2 Sia dato linsieme numerico A C IR e linsieme dei vettori non tutti
nulli {v1,...,vm} di V(A). I vettori {vi,...,vm} sidicono linearmente indipendenti
su A se la relazione

QU1 F -+ Uy = W, €A i=1,...,m

é soddisfatta se e solo se oy = -+ = ap, = 0, essendo w elemento neutro di V(K). O

Si noti che equivalentemente, si puo esprimere la precedente condizione dicendo che se i
vettori v1,..., v, sono linearmente indipendenti su A, allora nessuno di essi puo essere
espresso come combinazione lineare (a coefficienti in A) dei rimanenti. In particolare,
sfruttando le proprieta dei determinanti, nel caso in cui nella Definizione 2.2 si abbia
vieR", i=1,...,m, A= IR e m = n, vale il seguente risultato, la cui dimostrazione &
lasciata per esercizio allo studente.

7 Si dimostri che i vettori {1,x, 2%, 23, ...} di P,(IR) sono linearmente

indipendents.

Proposizione 2.1 Dati gli n vettori vy,...,v, € IR", essi risultano linearmente in-
dipendenti (su IR) se e solo se é non nullo il determinante della matrice

<v1 D fvn> € IR™".

Definizione 2.3 Dato lo spazio vettoriale V(K), si dice che V(K) ha dimensione n,
se il massimo numero di vettori di V(K), linearmente indipendenti su K, é esattamente
n. Conseguentemente lo spazio vettoriale V (K) viene anche indicato come V''(K). O

11
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Figura 1: I vettori v e vg sono linearmente indipendenti (sinistra), e linearmente dipen-
denti (destra).

In Figura 1 troviamo un esempio di vettori vy, vo linearmente indipendenti su IR? (sinistra)
e linearmente dipendenti su IR? (destra).

Si osservi che da un’ottica piu generale, si puo commentare che tra vettori linearmente
indipendenti non c¢’¢ ‘ridondanza’ (ovvero tutti i vettori risultano ugualmente importanti,
non essendo alcuno di essi combinazione lineare degli altri). Pertanto, 'informazione
associata a ciascuno dei predetti vettori € essenziale. Viceversa, se i vettori risultano
linearmente dipendenti, allora 'informazione associata a quei vettori combinazione lineare
dei rimanenti puo essere trascurata, in quanto appunto contenuta nei vettori rimanenti. A
tal riguardo, la dimensione di uno spazio vettoriale rappresenta allora il minimo numero
di vettori necessari per ricostruire tutte le proprieta dello spazio vettoriale stesso.

Si noti che e possibile definire anche spazi vettoriali di dimensione non finita. Un
esempio ¢ fornito dallo spazio vettoriale delle funzioni continue in un intervallo reale [a, b],
con a, b € IR. Nel seguito indicheremo con IR™ lo spazio reale euclideo a dimensione (finita)
n, ovvero I'insieme delle n-ple reali IR™(IR).

Ancora, in modo equivalente, dati i vettori vy, ..., vy, questi sono linearmente indipen-
denti su A, se I'unica combinazione lineare di v1,...,v,, a coefficienti in A, che restituisce
il vettore nullo, ¢ quella a coefficienti tutti nulli.

8 Dire se i polinomi p1(z) = 2241, po(x) = 2—1, p3(v) = — 222 +2-3,

definiti nello spazio vettoriale Py(IR), sono linearmente indipendenti su IR.

9 Date le matrici di IR?*2

11 1 0 0 1 1 0
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st trovi il sottoinsieme di {My, Ma, M3, My} di cardinalita massima, contenente matrici
linearmente indipendenti su IR.

Esercizio| 10 Si dica se presi comunque 5 vettori in IR*, questi possono essere

linearmente indipendenti su IR.

11 Dati i tre vettori di IR3

1 3 0
U1 = -1 , V2 = 1 , U3 = 0 )
) 4 1

st verifichi se sono linearmente indipendenti su IR.

12 Si dimostri che dati i vettori {v1,...,vn} linearmente indipendenti

su A, allora ogni sottoinsieme di vettori di {vy,..., vy} € formato da vettori linearmente
indipendenti (suggerimento: per assurdo sia {vi,...,vp} C{v1,..., v}, allora ...).
Definizione 2.4 Sia dato l'insieme dei vettori {v1,...,vn} di IR"™. Si dice che il vettore
s € IR™ ¢ una combinazione affine su IR dei vettori {vi,..., vy}, se
m
§=a1v1 + - + U, con g =1, o, €R, 1=1,...,m.
=1
O
Definizione 2.5 Sia dato l'insieme dei vettori {v1,...,vn} di IR"™. Si dice che il vettore
z € IR" ¢ una combinazione conica su IR dei vettori {vi,...,vn}, se
z=o1v1 + -+ U, con «o; >0,1=1,....,m.
O
Definizione 2.6 Sia dato l'insieme dei vettori {v1,...,vn} di IR™. Si dice che il vettore
y € IR" ¢ una combinazione convessa su IR dei vettori {vi,...,vn} su IR, se é al
contempo una combinazione affine ed una combinazione conica di {vy,...,vn}, i.e.,
m
Yy =101 + - + AU, con E a=1, a,>0,1=1,...,m.
i=1
O

Esempio 2.1 Dati due punti distinti Z,7 nel piano IR?, la combinazione affine su IR dei
vettori (T — 0) e (y — 0) coincide con la retta del piano passante per T ed y (Figura 2).

Infatti, detti
_ T _ N
T = - ) = — )
( 7 ) Y < 7o >

13
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Figura 2: Dati i punti Z,7 € IR?, la retta passante per essi ¢ il luogo delle combinazioni

affini dei vettori (z —0) =z e (y—0) = 7.

due qualsiasi punti distinti di IR (lo studente studi a parte i casi particolari in cui Ty = 7y

oppure To = Ya2), ed indicando con

il generico punto lungo la retta passante per T ey, si ha (equazione della retta passante

per due punti)
1 =Y T1—
T2 — Y2 T2 — Y2

Dalla (1) si ha anche
1 =Y  T2— Y2
Ti—§1  T2—Y2
ovvero esistera in generale un valore o € IR tale che

1= T2 — Y2
1 — Y1

) — — )
€2 — Y2

da cui rispettivamente sequono le
- =a@—-5) = m=n+ta@—-5) = n=ar+(1-a)y,

x2—§2:a(f2—§2) - l’QZQQ—i—Oé({Z'Q—ﬂQ) - 1‘2:04{2'24-(1—&)@2,

x:<2>:a<;2 >+(1—a)<g;>:aaz+(l—a)y.

14
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Quindi x risulta la combinazione affine di T e y. Data la generalita di x, ogni punto
della retta passante per T e y sard di consequenza una combinazione affine di T e g,
corrispondente ad un diverso valore di o € IR. Si noti che un analogo risultato si ottiene
presi comunque due punti T e § in IR™ anziche in IR? (si lascia per esercizio - facoltativo,
poiché richiede l'uso dei coseni direttori di una retta in IR™).

Esempio 2.2 Dati i vettori di IR?

c=(3) = ()

allora tutte le combinazioni coniche di {e1,ea} sono date dai punti nel primo ortante
cartesiano. Infatti, preso un qualsiasi punto

=)

nel primo ortante di IR?, sard vi > 0 e vy > 0, inoltre é anche banalmente

V= + = v1€1 + v2e9.
0 V2

Viceversa, presa la combinazione conica ajeq + ases, sara

1 0
a161+a262:a1<0>+a2<1>:(Z;)7 ay >0, ag >0,

che é un vettore del primo ortante. In Figura 3 l’area indica linsieme delle combinazioni
coniche dei vettori (2), mentre la Figura 4 indica linsieme delle combinazioni coniche dei
vettort

1
2
; - (3)

1
2

N[

D=

Esempio 2.3 Dati due punti T e 7§ distinti nel piano IR?, la combinazione convessa su
IR dei vettori (z — 0) e (y — 0) coincide con il segmento che li congiunge (indicato anche
come segmento chiuso [z,y]). Infatti, detti

_ T1 _ Y1
T = = ) = — ’
<x2> Y <y2>

due qualsiasi punti distinti di IR?, indicando con

T
xTr =
2
il generico punto x € IR?> combinazione convessa di T e ¥, si ha per definizione

r =01 + a9y, ar+ar=1, a1 >0, ag > 0.

15



Figura 3: Insieme (area ombreggiata) delle combinazioni coniche dei vettori (2).

-1/2 112

Figura 4: Insieme (area ombreggiata) delle combinazioni coniche dei vettori (3).
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Figura 5: Combinazione convessa z dei vettori e y. Il vettore z = (2 — 0) si ottiene

mediante la relazione z = a1 T + aoy, dove a; + a2 =1, a3 > 0 e ag > 0.

Fquivalentemente possiamo scrivere
r=az+amy=a0+(1—-—a)y=9+a1(z —y), 0<a; <1,

da cui si vede chiaramente che quando ay = 0 allora © = §y mentre quando oy = 1 allora
x = Z. Infine, per valori 0 < oy < 1 otteniamo tutti i punti che a partire dal punto 1§ si
trovano lungo la direzione y — T, fino al punto T (si veda Figura 5).

Un analogo risultato si estende ad IR™ (si lascia la verifica allo studente).

Definizione 2.7 Sia dato (per semplicita) lo spazio vettoriale V™(K), definiamo il

prodotto scalare ‘< e, e >’ come la funzione definita da V"'(K) x V*(K) in IR, che
soddisfa le sequenti proprieta:

1. <z,x>> 0, VereV'(K), con <z,xz>= 0<=2=0,
2. <zyy+z>=<uz,y>+<w2> Va,yzeV(K),

3. <zy>=<y,z> Vr,yecV'(K).

]

Si noti che indicato con “w” il vettore nullo dello spazio vettoriale V"(K) e preso il vettore

x € V™"(K), per qualsiasi scelta del prodotto scalare < -,- > risultera < z,w >= 0, come
riportato nel seguente lemma.

Lemma 2.1 Si consideri lo Spazio Vettoriale V'(K) e sia w il suo vettore nullo. Allora,
per ogni vettore x € V'(K), e per ogni scelta del prodotto scalare < -,- > otteniamo

<z,w>=0. (4)
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In particolare, se V'(K) = IR™ allora w = 0 e si ottiene < x,0 >= 0.

Proof.
Dalla proprieta 2 della Definizione 2.1 abbiamo y + w = y, per ogni scelta di y € V" (K).
Di conseguenza, da 2. della Definizione 2.7 si avra per ogni x € V" (K)

<z, y>=<z,ytw>=<zx,y>+<zr,w>,

che implica < z,w >= 0. Il

Quando V"(K) = IR™ allora w = 0 e si ottiene come caso particolare < z,0 >= 0.
Nel seguito focalizzeremo maggiormente la nostra attenzione sullo spazio vettoriale IR"™,
considerando quindi quasi esclusivamente vettori rappresentati da n-ple di numeri reali.

Esempio 2.4 Dato lo spazio vettoriale IR™ e presi i vettori x,y € IR"™, con

definiamo il prodotto scalare standard mediante la
n
<TY> = Ty Tys = 2y = Y Tithe
i=1

13 5% dimostri che il prodotto scalare standard in IR™, introdotto nell’E-
sempio 2.4, soddisfa le proprieta nella Definizione 2.7.

Definizione 2.8 Dati i vettor: x,y dello spazio vettoriale IR™, si dira che x ed y sono
ortogonali (i.e. = L y) se scelto il prodotto scalare standard, risulta

zly =0.

O

Proposizione 2.2 Dati i vettori v, ...,v, € IR™\ {0}, con m < n, sia vIv; =0, per

ogni 1 < i # 5 <m. Allora i vettori vy, ..., vy sono linearmente indipendenti in IR™.

Dim. (NON inclusa nel programma)
Dobbiamo verificare se risulta soddisfatta la Definizione 2.2. A tal proposito, se i coeffi-

cienti o, . .., oy, risultato tutti nulli allora banalmente aqvy + - - - + Qv = 0. Viceversa,
se a1v1 + - - - + amuy, = 0, moltiplicando scalarmente quest’ultima uguaglianza di volta in
volta per il vettore v;, i = 1,...,m, si avra per la (4)

(alvl—i—---—&—amvm)Tvi:O, Vie{l,...,m}.
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Inoltre, per la mutua ortogonalita dei vettori vy, ..., v, si ha anche

O:(a1v1+--'+amvm)TU1 =1 <U,01 >+ < Uy, U1 >= o < V1,01 >

0= (a1 —|—~-+amvm)Tvm =1 <V, Um >+ + Oy < Uy, U, >= Oy, < Uppyy U, >
e dal momento che per la proprieta 1 nella Definizione 2.7 risulta < v;,v; ># 0, ¢ =
1,...,m, si avra infine

Q== am =0,

quindi la Definizione 2.2 ¢ soddisfatta. O

Esempio 2.5 Dato lo spazio vettoriale C°([a,b]) delle funzioni di variabile reale, continue
nell’intervallo chiuso [a,b], é possibile introdurre il sequente prodotto scalare (si lascia la
verifica per esercizio)

b
<fg>= / f@)g(@)dz, Vg€ COla,b).

Definizione 2.9 Sia dato (per semplicita) lo spazio vettoriale V'(IR), introduciamo la
norma di un vettore x € V"(IR), definita come la funzione da V"(IR) in IR, indicata
come || ® ||, che soddisfa le sequenti proprieta:

a) ||z] >0, Vo e V'(IR), con ||z||=0<=xz=0,
b) ||ax| = |al|z|, Vo e V'(IR), Yo € IR,
¢) llz+yll <zl +llyll, Yo,y € V*(R).

Esempio 2.6 Sia dato il generico vettore di IR™

T

Tn

Possiamo definire le sequenti tre norme di uso frequente (si lascia per esercizio la verifica
che soddisfino le proprieta della norma):

o |zl = lza| + -+ fzal, Va € R".

= (T2 T2 211/2 n

o x|z = (aTe)' 2= [af 4+ 23] /7, Ve € IR™.

o |z)loo = max |z, Vo € IR".
1<1<n

La Figura 6 mostra la relazione dal punto di vista grafico delle tre norme appena introdotte.
In particolare si ha che
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X3 [1x1],=1

[Ix11>=1

[Ix]]..=1

>

X4

Figura 6: Relazione tra le norme ||z||1, ||z]|2 e ||7]/oo nell’Esempio 2.6, in IR2.

e la circonferenza corrisponde ai punti x € IR? tali che ||z|s = 1 (norma Euclidea),
e il rombo (tratteggiato) corrisponde ai punti x € IR? tali che ||z|1 = 1,

e il quadrato (punteggiato) corrisponde ai punti x € IR? tali che ||z|/o = 1.

Si noti che usando la definizione di norma Euclidea, ¢ possibile scrivere equivalentemente
I’espressione del prodotto scalare tra i vettori x,y € IR™, nel seguente modo:

n
<ay>=aTy = S o = |allallyllacos(@), (5)
=1

dove Ty rappresenta 1’angolo pit piccolo formato dai vettori x ed y di IR". Come si vedra
nel seguito, quest’ultima relazione ¢ di grande utilita nel definire algoritmi iterativi per
I'ottimizzazione continua, in quanto fornisce una condizione operativa per stabilire se una
direzione di ricerca risulta di discesa per la funzione.

Esempio 2.7 Dato il vettore
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Figura 7: La proprieta 2. della distanza, nell’Esempio 2.8.

si calcolino ||z|]1, ||z]|2 € ||z]|co. Dalle definizioni dell’Esempio 2.6 si ha immediatamente

x|y = | — 4|+ |2| + 0] + 7] = 13
lalls = [(=4)2 + (2 + (0)2 + (7)2]"/* = V69

[]|oe = max {| — 4, [2[, 0], [7[} = 7.

Esempio 2.8 Si osservi che avendo introdotto la definizione di norma, € possibile intro-
durre attraverso quest’ultima il concetto di distanza tra due punti di IR™. In particolare,
definiamo la distanza d(z,y) tra i due punti & € IR"™ e y € IR™, mediante la

d(z,y) = ||z - gl

(la rimanente parte ell’esempio NON ¢ inclusa nel programma) Si noti che con-
siderando le proprieta della norma, possiamo direttamente dedurre per la distanza d(Z,7)
tra T ey quanto seque:

1. d(z,y) >0 con d(z,z)=0,
2. d(az,ay) = |a|d(z,y), Va € IR,
3. d(z,9) = d(7,).

La Figura 7 fornisce una rappresentazione grafica della proprieta 2. della funzione di-
stanza, meno intuitiva delle proprieta 1. e . Si noti che i triangoli di vertice 1'origine e
di basi rispettivamente ||z — g|| e |a|||Z — y|| sono simili, quindi per il Teorema di Talete
tra triangoli simili si ha

lozll _ llogl _ lla(z — )|
Il = Mgl =l —al

= |a.
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Definizione 2.10 Data la funzione f : IR™ — IR™, si dice che f(x) ¢é lineare in IR" se
soddisfa le relazioni

D flz+y)=f(x)+ ), Vr,y € IR",

2) flax) =af(z), Ve € R", Vo€ RR.

Equivalentemente, le condizioni 1) e 2) possono essere compattate nell’unica condizione

flox + Byl = af (x) + Bf(y), Va,y € R", Va,B € R.

Osservazione 2.1 Si osservi che nella Definizione 2.10 non é possibile definire la pro-
prieta di linearita per la f(x) solo su un sottoinsieme di IR™. Quindi, affermazioni del tipo

‘f(x) = |z| & lineare per x € [0,100]” sono del tutto prive di fondamento, dal momento che
f(x) = |z| non é lineare su IR.

Esempio 2.9 La funzione fi(z) = c¢'x, con ¢ € IR" risulta essere lineare (lasciato per

verifica allo studente), mentre la funzione fao(z) = ¢+c'x, conc € R" eé € IR\ {0} non
& lineare, infatti si ha

fat+y)=c+d(@+y)=c+cla+cly=folz)+ faly) —C

Comunque in letteratura & spesso invalso l'uso improprio di identificare come ‘lineare’
anche la funzione fa(x).

Definizione 2.11 Data la funzione g(x), con g : IR" — IR, diremo che g(z) é una

funzione affine in IR™ se esiste una funzione f(z), lineare in IR"™, ed una costante ¢ € IR,
tali che

]

Esempio 2.10 Pertanto la funzione fa(x) = ¢ + Tz nell’Esempio 2.9, con ¢ € R" e
¢ € R\ {0}, ¢ una funzione affine. Si fa osservare anche che dalle definizioni di funzione
lineare e funzione affine, ogni funzione lineare é anche una funzione affine (basta infatti
prendere ¢ = 0), mentre non & vero il viceversa, in quanto vi sono funzioni affini che non
sono lineari (per esempio la funzione g(x) = 3x1 + bxg —x3+ 7).

14 Data la funzione f : IR® — IR?, con

f(:l:l, T2, xg) = ($1 + 5z 4+ 223 , 229 + xg),

verificare che sia lineare in IR3.
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3 Richiami sulle funzioni continuamente differenziabili

In questa sezione consideriamo alcuni rudimenti di calcolo in IR™, relativi a funzioni reali
di n variabili. Dal momento che risulta essenziale riportare alcuni risultati che richiedano
I'uso di derivate, si ha la seguente definizione.

Definizione 3.1 Data la funzione f(x), con f : IR™ — IR, diremo che f(x) é p volte
continuamente differenziabile sull’insieme chiuso A, se nell’insieme aperto B, con
A C B, esistono continue le derivate parziali/miste della f(x) fino all’ordine p. O

Si noti inoltre che nel seguito ci riferiremo al gradiente V f(z) ed all’ Hessiano V2 f(x) della
funzione f : IR™ — IR definiti mediante le

af (=)
0x1
Vf(z) = : :
of (z)
OTn
i@ 0@
0zx10z1 0z10%n
Vif(x) = : :
Pf=) . 9Pf(x)
0,011 0xn0xn

15 Come ben noto la funzione f : IR — IR con f(z) = |x|, e la fun-

zione f : IR?> — IR con f(x1,22) = |x1| + 7|z2| non sono continuamente differenziabili
nell’origine. Lo studente spieghi perché anche la funzione g : IR — IR con g(x) = Va2, e
la funzione g : IR — IR con g(x1,x2) = ¥/ x% + 23 non risultano continuamente differen-
ziabili nell’origine.

Definizione 3.2 Data la funzione f : IR™ — IR, con insieme di definizione A C IR",
diremo che il punto T € A é di regolarita per la f(x) se Vf(Z) risulta essere definito.
O

Si osservi che in particolare nel caso n = 1, ovvero vi sia una sola variabile, le definizioni del
vettore gradiente V f(x) e della matrice Hessiana V2 f(x) si riducono alle note definizioni
di derivata prima e seconda della funzione f(z).

Esempio 3.1 Data la funzione f(x) = f(z1, 72, 23) = 3x3e®2+In(x3), definita sull’insieme
{x € R? : x3 > 0}, si vuole determinare il gradiente V f(x) e I’'Hessiano V2 f(x). Per
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Figura 8: Il gradiente V¢(Z, Z) risulta essere ortogonale al piano tangente (tratteggiato)
alla superficie z — f(x) = ¢, con f(x) = 2x% + 423 e & = 0, nel punto (7, z) = (0, —1,4).

quanto riguarda V f(x) abbiamo dalla sua definizione

6x1e"2

2 x
Vi) =| 317 |,
1

T3
mentre per V2f(x) si ha

6e*2 | 6x1e™? 0
6x1e*2 | 3rie®2 0
1

V2f($) = T
0 0 ——
73
Si noti che se le derivate parziali g—i, 1=1,...,ne azng , 1 <i#j <n sono continue

nell’insieme ammissibile della funzione f(x) (come nell’esempio), allora per il Teorema di
Schwartz la matrice V2 f(x) risulta simmetrica, ovvero

Vif(x) = [V2f(2)]" .

Dal punto di vista geometrico, si osservi intanto che I’equazione z — f(z) = ¢, con ¢ € IR,
rappresenta una superficie in JR"*! (per n = 2 si ha un esempio di tale superficie in Figura
8; inoltre, per n = 1 tale superficie si riduce ad una curva). Se il punto (z,2) € R""!
appartiene a tale superficie (i.e. z — f(z) = ¢), il gradiente (ove definito) della funzione
¢(z,z) = z — f(z), nel punto (z, z), rappresenta un vettore ortogonale al piano tangente
alla superficie z — f(xz) = ¢, in (7, Z) (si veda anche la Figura 8).
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Definizione 3.3 Dato il punto T € IR", definiamo intorno di T di ampiezza §, indicato
come I(z,6), Uinsieme

I(z,0) ={z e R": |z —z| <d}.
Diremo poi che l'intorno I(Z,d) ¢é aperto se é definito mediante la

I(z,0) ={z e R": |z —z| <}

O

11 seguente risultato (Teorema di Taylor) ¢ un classico teorema che costituisce la base di
molti risultati di convergenza dimostrati nell’ambito della Programmazione Matematica.

Teorema 3.1 (NON incluso nel programma) Data la funzione f(x) sia f: R™ —
IR continuamente differenziabile almeno m wvolte in un intorno I(z,§) = {x € R"
|l —z| <6, 6>0} diz. Allora si ha

m

hf(z T
s =3 P s pa@), i )

w2 o -zt

dove h indica lordine della derivata parziale/mista (nel caso di derivata mista h ¢ la
somma degli indici delle derivate rispetto alle differenti variabili), mentre con D" f(z)
indichiamo per brevita la derivata parziale/mista di ordine h, calcolata nel punto . O

Per m =1 il teorema precedente fornisce esplicitamente 1’espressione

f@) = i@+ gy | G a4k

1!
= f(@)+ V@) (x—z)+ Ra(2),

(z, — :zn)] + Ry(7)

mentre per m = 2 si ha

fla) = % (fl’f)+% {8595?(96 71) + a(:)f;:)( n—&?n)} +
92 (% " 82 (%
+ Rg(x)
= f(@)+ Vi@ (z—-1)+ %(m 1)V f(z)(x — %) + Rs(Z).

Osservazione 3.1 Sinoti che similmente allo Spazio Vettoriale P, (IR) (si veda I’Esercizio
7) ¢ possibile definire anche lo Spazio Vettoriale P,(IR") dei polinomi di grado al piu
n, in h variabili reali, per il quale é possibile introdurre la base dei vettori (polinomsi)
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{1, 21,..., 20, 22, 2102, .. ., X1Tp, T3, T2T, - -, T2Tps - - - x%_l,xn,lmn,x%, ...} linearmente
indipendenti. Il Teorema 3.1 in sostanza afferma che la funzione f(x) nel punto x possa
essere approssimata (trascurando il termine di resto Ry, +1(Z)) attraverso una particolare
combinazione lineare di vettori di Pn(th), che rappresentano funzioni elementari e facili
da gestire nei calcoli.

Vogliamo inoltre sottolineare il particolare interesse che la direzione del gradiente
V f(x), nel punto z, riveste ai fini dello studio dei problemi di Programmazione Mate-
matica. Infatti, cosi come nel caso in cui n = 1 la derivata f’(x) della funzione nel
punto z rappresenta il tasso di crescita della funzione stessa nel punto x (essendo f(x)
il coefficiente angolare della retta tangente ad f(x) nel punto z), cosi per n > 2 si ha
un’interpetazione suggerita dal seguente lemma.

Lemma 3.1 (NON incluso nel programma) Sia data la funzione f(x), con f :
R" — IR, ed f(x) continuamente differenziabile in IR™. Sia T € IR", allora d =
VI(@)/|IVf(Z)|l2 rappresenta la direzione a norma Euclidea unitaria che massimizza
lo sviluppo di Taylor f(Z) + Vf(a’c)Td i T, troncato al primo ordine. ILe., la direzione

L Vi@
IV f(Z)]]2
e soluzione del problema
max {£(@)+ V() d}. (6)

Dim.

Considerato che per z € IR" la quantita f(z) ¢ costante, la funzione obiettivo in (6) as-
sume banalmente il valore massimo, al variare di d, quando ¢ massima la quantita scalare
Vf(z)Td. Per la definizione stessa di prodotto scalare, la precedente derivata direzionale
¢ massima se d € parallelo ed equiverso a V f(Z). Inoltre, dovendo essere anche ||d||2 = 1,
la funzione obiettivo in (6) ¢ massima se d = V f(Z)/||V f(Z)]|2. O

Nel seguito faremo ampio uso dei seguenti due risultati (Teoremi del Valor Medio),
conseguenze del Teorema di Taylor, dei quali perd non diamo esplicita dimostrazione (si
veda anche [Be95, VaT73]).
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Teorema 3.2 Data la funzione f(z) sia f : IR™ — IR continuamente differenziabile
nell’intorno aperto I(x,p) = {y € IR" : |ly — z|| < p} € IR", con x € IR" e p > 0. Esiste
un valore 6 € [0, 1] tale che per ogniy € I(x,p)

1. f(y) = f(x) + Ve +0(y—2)]"(y — =),
2. fly) = f(x) + V(@) (y —z)+ oy — ),

ove per definizione
L ollly —l)

vor ly — |

=0.

O

Nel caso in cui n = 1, il punto 2. del teorema precedente si riduce appunto al classico Teo-
rema di Taylor per funzioni di una sola variabile, in base al quale valgono le due relazioni
(reR,yecRefec0,1])

L f(y) = f(z) + f'lz + 0(y — 2)|(y — z),

2. f(y) = f(x) + ['(@)(y — x) + o(|y — x]), ove ora lim,,, 2= =

Esempio 3.2 Sia data la funzione di due variabili f(x1,x2) = 322 + x11n(3 — x9). Tale
funzione risulta essere continuamente differenziabile nell’insieme S = {(x1,z2) € IR?
(1 —2)% + (22 — 2)% < 1} (cerchio di centro (2,2) e raggio unitario ). Per il Teorema del
Valor Medio, fissati & = (2,2) e §y = (2,5/2) ed essendo

6x1 + In(3 — x2)
V@) - . ,

3 — T2
vogliamo mostrare che per almeno un valore di § € [0,1] si ha
f@) =@ +Vflz+0—2a)]" (755
Infatti, per il Teorema 3.2 si ottiene

f@) = f@+Viz+o0g—2)]" -z

0
= [124+2In(3-2)] + Vf(z)\zT:(z,2+9/2) )
1/2
ovvero l’equazione
2+(1-9\" / o
12+2In(1/2) = 12+
2
e 1/2
2
= 12— —
20’

che risulta soddisfatta con l'unico valore di 6 pari a 6 ~ 0.5573.
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16 Data la funzione f : IR™ — IR con (si ricorda che dato il vettore

x € IR™, con l'espressione x > 0 si intende che tutte le sue componenti sono positive)

(13 In(]|213) se x>0
flx) =
0 altrimenti,
dire se ¢é possibile applicare il Teorema 3.2 rispettivamente nel punto x = (0 --- 0)” e nel

punto x = (1 --- 1)T.

In Figura 9 viene data in particolare un’interpretazione grafica della 2., nel caso di fun-
zione nonlineare. Similmente, in Figura 10 viene data un’interpretazione grafica della 2.,
nel caso di funzione lineare.

r(x),’
A
f(x) + £ (x)(y-x) + o(|ly-x]) f - - - - - p }
o(ly-x1)
fx) + PX)y-X) f-----f-\--------- #
: F(x)(y-x)
fX) f----f----\----5 -
l S x oy X

Figura 9: Rappresentazione grafica del Teorema del Valor Medio (Teorema 3.2) per una
funzione nonlineare.

29



Teorema 3.3 Data la funzione f(x) sia f: IR™ — IR due volte continuamente differen-
ziabile nell’intorno aperto I(z,p) ={y € R" : ||y —z| < p} CR", conx € IR" e p > 0.
FEsiste un valore 0 € [0,1] tale che per ogni y € I(z, p)

1 fy) = f@)+ V@) (y—2)+ 5y —2)"Vflz+0(y —2))(y — ),
2. fly)=fl@)+ V@) (y—2)+ 3@y —2)"Vif(2)(y—z)+ oy — z|?),

ove per definizione
2
i 2= 21%) _
yor [y — ]

fix) + F(x)(y-x)
Fx)(y-x)

fx)

Figura 10: Rappresentazione grafica del Teorema del Valor Medio (Teorema 3.2) per una
funzione lineare. Si noti che in quest’ultimo caso risulta f(y) = f(z) + f/(z)(y — z) =

f@)+ [ (@) (y — 2) + o(ly — ).

Nel caso in cui n = 1, di nuovo il teorema precedente si riduce al classico Teorema di
Taylor per funzioni di una sola variabile, ma ora si ha (r € R, y € R e 6 € [0,1])

L f(y) = f(2) + f'(@)(y — ) + 3.z + 0y — 2)](y — 2)%,
?]

2. f(y) = F@)+['(@)(y—2)+ 3 1"(2) (y—2)* +ol(y—2)?], ove ora lim,,, L= — 0.

Definiamo ora un concetto essenziale per 'ottimizzazione, il quale generalizza la definizione
di derivata parziale.
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Proposizione 3.1 Sia f(z) (una volta) continuamente differenziabile in IR™. Si dice
che la funzione f(x) ammette nel punto x € IR™ la derivata direzionale D(f,d), lungo
la direzione d € IR" — {0}, se esiste il limite

D(f,d) = lim 1@F0d /@)

a—0Tt o

Vale il sequente risultato

D(f,d) = lim fetad) = /@) _ Gppry (7)

a—0t «

Dim. [NON inclusa nel programmal]
Dalla 2. del Teorema 3.2 si avra per ogni y appartenente all’intorno aperto I(x, p)

Fy) = f@) = V@) (y — ) +o(lly — )

e scelto y = x + ad, con a > 0 limitato e d € IR™, si ottiene (lo studente osservi che
dati i vettori v,w € IR"™ e lo scalare @ € IR, per le proprieta del prodotto scalare si ha
v (aw) = avTw)

fle+ad) - f(z) = aV f(z)"d+ o([|lad]). (8)

Infine, poiche y € I(z, p) risulta ||ad|| limitata; dividendo la (8) per « e passando al limite
per a — 07 si ottiene
d) — d
fim LEFD = I@) G Ta lim oUledl) 1 — 7 f() .
a—

am0+ a a0+ al|d]]

O
Si noti che la derivata parziale i-ma della funzione f(x) coincide con la derivata direzionale
della f(x) lungo la direzione dell’asse coordinato i-mo, ovvero

0f(@) . o flotee) - )

0x; e—0t £

= Vf(x) e,

La derivata direzionale & soggetta ad una triplice interpretazione notevole:

e Ricordiamo che la derivata per una funzione di una sola variabile reale rappresenta
la variazione della funzione lungo ’asse delle ascisse. Pertanto la derivata direzionale
generalizza tale risultato e rappresenta la variazione della funzione lungo la direzione
d € IR™. In particolare se d = e;, come si e visto, la derivata direzionale rappresentera
la variazione della funzione lungo I’asse coordinato é-simo.

e Osservando i Teoremi della Media e la definizione di derivata direzionale, si noti che
per la (8) la derivata direzionale V f(z)?d puo scriversi anche come

D(f,d) = f(z+d)— f(x) = o(l|d]]),

ovvero quando ||d|| & piccola (ovvero trascurando o(||d||)) la derivata direzionale
D(f,d) approssima bene la variazione della funzione f(x + d) — f(z), passando da z
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ad = +d. Di conseguenza, qualora fossimo interessati (si vedra nel seguito) a rendere
minima la quantita f(x + d) — f(z), dovremmo equivalentemente rendere minima
la derivata direzionale D(f,d). Si ritornera su questo punto parlando nello specifico
dei problemi di minimizzazione (in particolare per le funzioni lineari).

e Nel caso in cui la funzione f(z) soddisfi la condizione f € C(IR"), la relazione
(7) suggerisce come sia possibile calcolare la derivata direzionale della funzione at-
traverso un’opportuna combinazione lineare delle sue derivate parziali, in cui i coeffi-
cienti sono dati dalle componenti del vettore d. Cio implica che quando f € C(IR"),
allora I'informazione contenuta nel gradiente V f(x) & necessaria e sufficiente per ri-
costruire la derivata direzionale lungo una qualsiasi direzione non nulla.

Esempio 3.3 Data la funzione f(x1,r2) = 7In(x? + 23 — 3), wogliamo calcolarne (se
esiste) la derivata direzionale lungo la direzione

-2
d =
+4

In particolare, f(x1,2) & definita in ogni punto di IR?, esclusi i punti della circonferenza
di centro Uorigine e raggio /3. Inoltre si ha per il gradiente

of(z)
) o1 14 o
Vi) = =5 2 = )
3$: L2

che risulta continuo in ogni punto del dominio della funzione. Pertanto in base alla (7) si

ha

—2x1 + 4xo
D(f.d)=Vf(x)Td=14—" 12,

Si noti che la D(f,d) dipende dal punto x € IR? nel quale vogliamo calcolarla, pertanto
per esempio nel punto T = (+2 , —2) si ha

—2(42) + 4(-2)
(+2)24+(-2)2 -3

D(f,d)(z) = 14 = —33,6.

Si noti che, poiché risulta D(f,d)(Z) < 0, allora il piu piccolo angolo tra Vf(Z) e la
direzione d ¢ ottuso.

17 Si dimostri che data la funzione affine
f(z)=clz+e ceR", c¢e R,

allora la sua derivata direzionale D(f,d), in qualsiasi punto x del dominio della f(x),
coincide con la quantita
D(f,d) = cld, de R".
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Si consideri ora la sequenza di punti {xy}, con z3 € IR", k > 1. Allora si hanno le seguenti
definizioni:

Definizione 3.4 (NON inclusa nel programma) La sequenza (o successione) {xy}
st dice convergente al punto z* € IR"™ se fissato un qualsiasi valore € > 0, esiste un
indice ke > 1 tale che per ogni k > k., risulta ||z — z*|| < &, ovvero in formule

Ve>0, Jk.>1 te Vk>Ek., |z — || < e.

]

Dalla definizione precedente ricaviamo anche la definizione di algoritmo (sequenza di i-
struzioni) iterativo convergente, data di seguito:

Definizione 3.5 (NON inclusa nel programma) Dato [’algoritmo iterativo A, sia
{zk} la sequenza di punti da esso generata. Diremo che A é convergente se la sequenza
{z} é convergente.

O
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4 Introduzione alla Programmazione Matematica

In questa sezione introduciamo alcuni concetti basilari per definire ed analizzare problemi
di Programmazione Matematica. A tale scopo, prima di definire pit in dettaglio cosa in-
tendiamo esattamente con il termine di Programmazione Matematica, introduciamo alcune
definizioni relative ai punti stazionari (detti anche critici), che risolvono un problema
del tipo

Nel seguito ci occuperemo in particolare solo di problemi del tipo (9) per i quali f : R"™ —
IR e C C IR". Nella letteratura (si veda anche [HiLi05, Be82, Be95]), i problemi (9)
sono detti problemi di Programmazione Matematica, per i quali in generale vengono
identificati i seguenti tre elementi essenziali:

e l'insieme delle variabili z del problema, appartenenti ad uno spazio vettoriale di
dimensione n,

e la funzione obiettivo f(z) da massimizzare oppure minimizzare;

e un insieme dei vincoli del problema che devono essere soddisfatti. L’insieme dei
valori (vettori di dimensione n) che soddisfano i vincoli sono dette soluzioni am-
missibili.

La soluzione di problemi del tipo (9) consiste nel trovare (se esistono), tra tutte le soluzioni
ammissibili del problema, quella/quelle che rende/rendono minima/massima la funzione

obiettivo. Pertanto, in generale il problema (9) ¢ costituito dai due seguenti problemi
distinti, la cui soluzione deve essere cercata simultaneamente:

e trovare il/i punto/punti z € IR" tale/tali che € C' (problema di ammissibilita);

e trovare il/i punto/punti tale/tali che la funzione f(z) sia minimizzata/massimizzata
(problema di ottimalita).

Naturalmente, prima di risolvere un problema di ottimizzazione del tipo (9), &€ opportuno
verificarne preliminarmente I’esistenza di almeno una soluzione, cosa che in generale non
sussiste se non valgono almeno alcune assunzioni generali su f(z) e su C. Uno dei risultati
pit comuni che ¢ possibile invocare in tal senso ¢ riportato nel Teorema di Weierstrass (si
veda la Sezione 6). Caratterizziamo ora piu in dettaglio le possibili soluzioni dei problemi
di programmazione matematica (9).

Definizione 4.1 Dato linsieme C C IR"™ e la funzione f : R" — IR, il punto x* € C
¢ un punto di minimo locale della f(x) su C, se esiste un intorno aperto I(z*,p) =
{r € R": ||x — z*|| < p} di centro x* e raggio p > 0, tale che

fz™) < f(a), Ve e I(x*,p)NC.

Se la disuguaglianza precedente é verificata in senso stretto, per ogni x € C, x # x*, si
dira che il punto x* é un punto di minimo locale stretto della f(z) su C.
O
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Figura 11: Massimi e minimi locali/globali della funzione f(z) in IR™: i punti B e D sono
punti di minimo locale stretto; il punto F' & un punto di minimo globale unico (nell’intervallo
mostrato); i punti A, C' ed E sono punti di massimo locale stretto; il punto G ¢ un punto
di massimo globale unico (nell’intervallo mostrato); i punti H ed I sono al contempo punti
di massimo locale e minimo locale (non stretto, in quanto la f(z) ¢ “piatta” in un loro
intorno).

In maniera del tutto analoga possiamo definire punti di massimo locale € massimo locale
stretto, invertendo il verso delle disuguaglianze nella definizione precedente.

Definizione 4.2 Dato linsieme C C IR"™ e la funzione f : R" — IR, il punto x* € C
¢ un punto di massimo locale della f(x) su C, se esiste un intorno aperto I(x*,p) =
{z € R": ||x — z*|| < p} di centro =* e raggio p > 0, tale che

f(z®) > f(x), Vo € I(z*, p)NC.

Se la disuguaglianza precedente é verificata in senso stretto, per ogni x € C, x # x*, si
dira che il punto x* é un punto di massimo locale stretto della f(x) su C.

]

Sulla falsariga delle precedenti definizioni possiamo introdurre le seguenti, relative a minimi
e massimi globali per la funzione f(z).
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Definizione 4.3 Dato l'insieme C C IR" e la funzione f : IR™ — IR, il punto x* € C ¢
un punto di minimo globale della f(x) su C, se

f(z®) < f(x), Vr e C.

Se la disuguaglianza precedente € verificata in senso stretto, per ogni x € C', x # z*, si
ha che il punto x* é minimo globale unico della f(z) su C.

O

Definizione 4.4 Dato l’insieme C' C IR" e la funzione f : IR™ — IR, il punto x* € C ¢
un punto di massimo globale della f(z) su C, se

f(z*) > f(x), Vo € C.

Se la disuguaglianza precedente & verificata in senso stretto, per ogni x € C, x # x*, si
ha che il punto x* ¢ massimo globale unico della f(z) su C.
(]

E immediato particolarizzare le definizioni precedenti al caso C' = IR™, corrispondente
alla ricerca di punti di minimo e/o massimo in problemi non wincolati. Nelle presenti
note tratteremo nello specifico il caso vincolato, ove in generale ¢ C' C IR". La Figura 11
descrive alcuni esempi di punti di minimo locale/globale e massimo locale/globale.

18 Si dica se la funzione f : C — IR, con f(x) = In(z) e C = {z €

R : x>0} ammette un punto di minimo locale per x = 0.

19 Si dimostri che data la funzione f : C — IR, con C C IR", allora

il punto x* € C' ¢ al contempo un punto di minimo e massimo locale della f(x) su C, se
e solo se f(x) risulta costante nell’insieme I(x*, p), con p > 0 opportuno.

20 Si dica se la funzione f : IR — IR con

f(z) = sinagx)7 Vz € (—o00,+00)

ammette un minimo o un massimo locale in x = 0.
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5 Proprieta e struttura dei problemi convessi

In questa sezione vogliamo introdurre espressamente la definizione di insieme convesso
e di funzione convessa. Utilizzeremo poi queste ultime per caratterizzare le proprieta di
problemi di programmazione matematica nei quali I'insieme ammissibile risulta convesso e
la funzione obiettivo & convessa sull’insieme ammissibile. Si mostrera nel seguito che molti
problemi applicativi ammettono modelli convessi (in cui quindi sia la funzione obiettivo
sia le funzioni che definiscono i vincoli sono convesse).

Definizione 5.1 Dato l’insieme non vuoto C' C IR", diremo che C ¢ un insieme con-
Vesso se
ar+ (1—a)y e C, Ve,y e C, Vae€]l0,1].

O

Si noti equivalentemente, che un insieme non vuoto C' C IR™ ¢ convesso se la combinazione
convessa di qualsiasi coppia di suoi punti appartiene ancora a C. Geometricamente (si
veda la Figura 12) si osservi che la quantita az + (1 — )y, al variare di « € [0, 1], rappre-
senta tutti i punti del segmento che congiunge x ed y (spesso indicato anche con [z, y]).

Esempio 5.1 In particolare sono insiemi convessi (si lascia al lettore la verifica) IR, IR"™,
IR™, mentre ovviamente gli insiemi dei numeri naturali IN e dei numeri interi Z non sono
convessi. Inoltre consideriamo convesso anche linsieme vuoto (.

Esercizio| 21 Si dimostri che dato l'insieme convesso, limitato e non vuoto C' C

IR™, linsieme C = {x € IR" : = ¢ C} (insieme complemento di C in IR™) ¢ non convesso.

Proposizione 5.1 Dati gli insiemi convessi Cq,...,Cy,, con m > 1, allora l'insieme

intersezione degli m insiemi
c=Cin---NnCy

¢ a sua volta un insieme convesso.

Dim.

Infatti, se C' & vuoto o contiene un solo elemento, la proposizione ¢ dimostrata immedia-
tamente. In generale invece, presi comunque due punti distinti z,y € C, mostriamo che
anche ax + (1 — a)y € C, per ogni « € [0, 1].

Poiche z,y € C allora z,y € C;, ¢ = 1,...,m, e per la convessita di ogni singolo insieme
C;, sara anche ax + (1 — a)y € C;, per ogni « € [0, 1]. Di conseguenza, dal momento che
il generico punto ax + (1 — )y, per ogni « € [0, 1], appartiene a ciascuno degli insiemi
C4,...,Chy, allora apparterra anche alla loro intersezione C' (si veda anche quanto mostrato
in Figura 13). O

Esempio 5.2 In generale l'unione di due insiemi convessi non é un insieme convesso (si
lascia per esercizio allo studente).
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Figura 12: Il segmento congiungente x ed y ¢ I'insieme dei punti z = az + (1 — a)y, al
variare di « € [0, 1].

Figura 13: L’intersezione dei tre insiemi convessi C;, Co e C3 (figura ombreggiata) ¢ a sua
volta un insieme convesso.
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Esempio 5.3 Un altro esempio di insieme convesso & dato dall’insieme delle funzioni
(scalari) reali, p volte continuamente differenziabili in IR™ (si lascia anche questo come
esercizio da svolgere).

Esempio 5.4 L’insieme di IR™ definito mediante la
C={zeR" : [z3+ - +22]"*<a, a>0}

(luogo dei punti di IR™ interni ad una sfera di centro l'origine e raggio a > 0) é un insieme
convesso. Infatti, presi T,y € C e preso a € [0,1] si ha per la combinazione convessa w
di T ey l’espressione

w=az+ (1 —a)y.

Inoltre si osservi che C puo equivalentemente essere descritto analiticamente dalla con-
dizione

C={zeR" : ||z|2 <a}.

Pertanto nel nostro caso, volendo verificare se w € C, Ya € [0, 1], si ha per le proprietad
della norma

[wl| = flez+ (1 —a)yl| <laflz]|+ 1 - af]y]
= azZ|+ Q-9 < ca+(1-a)a = a,

quindi w € C, Ya € [0,1]. Si noti che geometricamente linsieme C di questo esempio
rappresenta come si € detto il luogo dei punti racchiusi nella sfera di centro l'origine e
raggio a, descritta dall’equazione

:U%—l—n-—i—xn:a,

o equivalentemente g(x) = a?, definendo

glx) = | A E (10)

essendo I € IR™™ la matrice identita (ovvero la matrice quadrata con tutti elementi nulli,
tranne gli elementi lungo la diagonale principale - pari ad 1).

Definizione 5.2 Data la funzione f(x) con f : IR" — IR, dato l'insieme non vuoto
convesso C C IR", si dice che la funzione f(x) é convessa sull’insieme C, se per ogni
coppia di punti x,y € C, risulta verificata la sequente proprieta

flax+ (1 —a)y] < af(x)+(1-a)f(y), Vael01].

La funzione f(x) si dice strettamente convessa su C' qualora la disuguaglianza prece-
dente ¢é verificata in senso stretto con x #y e a € (0,1).

(]
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(b)

af(x) + (1-a)f(y) = flux + (1-a)y]
f(:hv

Figura 14: Significato geometrico della definizione di convessita (a) e di concavita (b) per
una funzione continua.

Figura 15: Significato geometrico della definizione di stretta convessita (a) e di stretta
concavita (b) per una funzione continua.
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In maniera del tutto analoga (si vedano le Figure 14 e 15), invertendo il verso della di-
suguaglianza nella definizione precedente, possiamo introdurre la definizione di funzione
concava e di funzione strettamente concava come segue.

Definizione 5.3 Data la funzione f(x) con f : IR" — IR, dato l'insieme non vuoto
convesso C' C IR™, si dice che la funzione f(x) é concava sull’insieme C, se per ogni
coppia di punti x,y € C, risulta verificata la sequente proprieta

flax+ (A =)yl = af(z)+ (1 -a)f(y), Vael01].

La funzione f(x) si dice strettamente concava su C' qualora la disuguaglianza prece-
dente é verificata in senso stretto con x #y e a € (0,1).

O

Dalle definizioni di funzione convessa e funzione concava su un insieme convesso, segue
immediatamente il seguente risultato.

Lemma 5.1 Data la funzione f(x) con f: IR™ — IR; dato l'insieme non vuoto convesso
C C IR", se f(x) é convessa su C allora la funzione g(x) = —f(x) é concava su C.

Dim.
Dalla convessita di f(z) segue che

f[OéZE—F(l—Oé)y] < af(:r)+(1—a)f(y), anyveca Va € [07 1]7
da cui moltiplicando per —1 si ottiene
—flax+ (1 — )yl > a[—f(z)]+ (1 —a) [-f(y)], Va,y, € C, VYa € l0,1],

ovvero la definizione stessa di concavita della funzione — f(x) sull’insieme C. O

Esempio 5.5 La funzione f(x) con f: IR — IR data da f(z) = |z|, é convessa su IR.
Infatti presi x,y € IR e considerato a € [0, 1], sara
flox+ (1=a)y] = Jax+(1-a)y| < |oz[+|(1-a)yl = |af [z[+]1—a-|y|
= alz[+ (A -a)lyl = af(@)+ 1 -a)f(y)
Esempio 5.6 La funzione f : IR — IR tale che f(x) = x é al contempo concava e con-

vessa. Infatti basta applicare entrambe le definizioni di concavita e convessita e notare che
sono verificate con l'uguaglianza. Piu in generale vale il sequente risultato notevole.

Proposizione 5.2 Data la funzione g(x), con g : IR™ — IR ed affine, allora g(x) é al
contempo concava e convessa su IR™.

Dim.
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Dalla definizione di funzione affine risulta g(z) = f(z) + ¢ con f(x) lineare e ¢ € IR.
Pertanto, presa una qualsiasi coppia di punti z,y € IR" ed uno scalare « € [0, 1], si avra

glox+ (1 —a)y] = flaz+ (1 -a)yl+c = af(z)+(1-a)f(y)+c
= af(x)+(1—-a)f(y)+ac+ (1 —a)
= off(x)++ (1 -a)[f(y) +
= ag(z) + (1 —a)g(y). (11)

Pertanto, dalla (11) per ogni z,y € IR" la funzione g(x) soddisfa contemporaneamente le

condizioni
glaz 4+ (1 —a)y] < ag(z) + (1 —a)g(y)

glaz + (1 — a)y] > ag(z) + (1 — a)g(y),

ovvero ¢ al contempo convessa e concava su IR"™. O

Si consideri ora la disuguaglianza generale f(x) < a, essendo f(z) la funzione f :
IR™ — IR ed a € IR. In generale 'insieme delle sue soluzioni

I={xeR": f(z) <0}

non presenta caratteristiche specifiche, potendo avere natura qualsiasi. Ci chiediamo ora
sotto quali condizioni per la funzione f(z) sia possibile garantire alcune caratteristiche
dell’insieme I. Abbiamo a tal proposito il seguente risultato:

Proposizione 5.3 Data la funzione f(z) con f: R™ — IR, sia f(x) convessa su IR".
Allora l'insieme di livello (eventualmente vuoto) L., definito mediante la

L, ={reR": f(z) <7}

e convesso per ogni 7y € IR.

Dim.

Fissato v € IR avremo tre casi possibili: £, & vuoto (quindi convesso), £, contiene un solo
elemento (quindi € convesso), infine £, contiene almeno due elementi. In quest’ultimo caso
L., non puo contenere esattamente due punti distinti y ed z, altrimenti dalla convessita di
f ogni punto nel segmento chiuso [y, z] deve appartenere a £,. Siano allora y e z due punti
di £,. Si ha pertanto f(y) < v e f(z) < ~. Inoltre, considerato al variare di A € [0,1] il
punto

w=Ay+ (1 —-2X)z,

si ha per la convessita di f(z) su IR"

fw)=FfPy+ 1 =Nz < Ay +A-Nf(z) < My+A-Ny=1

Quindi si ha anche w € £, per ogni scelta di y € £, e z € L,, di conseguenza risulta L,
CONVESSO. O
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Definizione 5.4 Data la funzione f(x) con f : R" — IR, ed il parametro v € IR,
definiamo curva di livello ¢, (x) della f(x), l'insieme (eventualmente vuoto)

o(x) = {w € R": f(x) = ),

al vartare di 7. O

Esempio 5.7 Data la funzione f : IR — IR, con f(x) = 22% — 2z + 1, allora risulta per
v=1

a@)={rcR: flx)=1} = {xcR: 22> —22 =0} = {0,1},
mentre per v < 1/2 risulta cy(x) = O (lasciato per esercizio). Si osservi che nel primo

caso (i.e. v = 1), pur essendo f(x) convessa su IR risulta che la curva di livello c¢i(x)
NON ¢é un insieme convesso.

Teorema 5.1 Dato l'insieme convesso C C IR", siano fi(z), i = 1,...,m, funzioni
convesse su C. Siano dati i coefficienti A\; > 0, i =1,...,m, allora le funzioni

g(x) = Nifi(x),
=1

f(x) = max {\fi(z)},

1<:<m

sono convesse su C'.

Dim.

L’asserto ¢ banalmente vero se C' = () oppure C' contiene un solo elemento. Supposto allora
C' contenere almeno due punti, proviamo innanzitutto che la g(z) & convessa. Per ogni
z,y € Ced a € [0, 1], dalla convessita di fi(x),..., fm(z) ed essendo \; > 0,7 =1,...,m,
si avra

m

gloz+ (1—a)yl = Y Nfilaz+(1-a)] < Y Nlafi@) + (1 - a)fi(y)
=1

=1

= a) Nfil@)+(1—a)d Afily) = aglx)+ (1 —a)gy),
i=1 i=1

la qual cosa prova la convessita di g(z) su C.

(La rimanente parte della dimostrazione NON & inclusa nel programma).
Proviamo ora la convessita di f(x). Per ogni fissata coppia di punti z,y € C ed a € [0, 1]
esiste un indice 1 tale che

flox+ (1 —a)y] = max {Aifi[az+(1—a)y]}
1<i<m
= Afilax+ (1 —a)y],
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con «a € [0, 1]. Per la convessita della funzione f;(z) su C si ha inoltre

flaxw + (1 - a)y] Aifilax + (1 = a)y]

< Aifafi(@) + (1 =) fi(y)]
= Nafi(z) + Xl —a)fi(y)
< «a é%%@\ifi( )} +(1—-a) lglifgfn{)\ifi(y)}
= af(z)+ (1 -a)f(y),
che prova la convessita della funzione f(z) su C. g

Esempio 5.8 Un classico esempio di applicazione dei risultati in Proposizione 5.3 e Teo-
rema 5.1 é fornito dalla soluzione del sequente problema

min f(x)
g9(x) <0,

dove f: IR™ - IR eg : IR" — IR. La soluzione di quest’ultimo problema é spesso affrontata
nella letteratura riformulando il problema stesso attraverso l’uso di funzioni di penalita,
i.e. sostituendo la formulazione vincolata con ile problema penalizzato (non vincolato)

min f(z) + Amax{0, g(z)}, A >0,

in modo tale che al contempo il solutore minimizzi la funzione obiettivo f(x) e penalizzi la
violazione del vincolo (cosi da forzare l'ammissibilita della soluzione). Dalla Proposizione
5.3 ed il Teorema 5.1, nel caso in cui f(z) e g(x) siano convesse su IR™, allora entrambi
i problemi (equivalenti) risultano a loro volta convessi, indipendentemente dalla scelta del
parametro positivo A.

Osservazione 5.1 Dal Teorema 5.1, ponendo A\y = --- = A\, = 1, si ottiene direttamente
che la somma di funzioni convesse € ancora una funzione convessa.

Osservazione 5.2 Si consideri con attenzione 'importanza che nella definizione di con-
vessita della funzione f(x) assume la convessita dell’insieme C.

22 Si dimostri che se nel Teorema 5.1 le funzioni convesse fi(x), i =

1,...,m sono anche lineari, allora rimuovendo l’ipotesi \; > 0, 1 =1,...,m, l’enunciato
del teorema continua a valere.

Proposizione 5.4 (NON inclusa nel programma) Dato [’insieme convesso C C
R™, siano f(x), g(x) funzioni convesse su C. Sia inoltre

(a) flx) >0, g(x)>0, Vx € C, 12
12
(b) [f(z) = f(y)][9(x) —g(y)] =0, v,y € C,

allora la funzione

e convessa su C.

Dim.
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Per la convessita di f(z) e g(z) su C risultera, per ogni z,y € C e per A € [0, 1],
fP2+ (1 =Nyl < M)+ (1 =N f(y)
gz + (1 - Ny] < Ag(z)+ (11— A)g(y).

Quindi, essendo g(z) > 0, Va € C, si avra

e+ (1= Nylg Az + (1= A)y] M (@) + (1 =N f(y)lg Az + (1= Ayl

<
< M(@)gPz+ (1= Ny
+ (=N f()gAz+ (01— Ny (13)

Inoltre essendo f(x) > 0, Vo € C, dalla convessita di g(x) su C risultera per ogni A € [0, 1]
M(@)gAe+ (1 =Nyl < Nf(@)g(@) + ML=\ f(2)g(y)

L =Nfga+ 1 =Nyl < M1 =Nf)g@) + 1 -2 f()g(y)-

Dalle (13) e (14) si avra per ogni A € [0,1] e per ogni x,y € C

hdz+ (1 =Ny < Nh(z) + ML= A [f(2)g(y) + F(W)g(@)] + (1= N)?h(y),  (15)

(14)

mentre dalle condizioni (a) e (b) risultera

[f(z) = fyllg(z) —gy)] > 0 =
f(x)g(x) = [f(2)g(y) + f(W)g(x)] + f(y)g(y) > 0 =

f@)g(y) + fyg(x) < flx)g(z)+ f(y)gly) = hx)+ h(y). (16)
Dalle (15) e (16) si avra infine, per ogni x,y € C e VA € [0, 1]

hde+(1=Nyl < Nh(z) + M1 =N [a(@) + h(y)] + (1= X)*h(y)
= Ah(z) + (1= Mh(y),

che prova la convessita di h(z) su C. O

E possibile dimostrare anche il seguente risultato, relativamente alla convessita, per fun-
zioni continuamente differenziabili.
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X y X

Figura 16: Significato geometrico della definizione di convessita, per funzioni continua-
mente differenziabili.

Proposizione 5.5 Sia dato l'insieme convesso non vuoto C C IR" e sia f : IR" —
IR due volte continuamente differenziabile su un aperto contenente C. Allora f(x) é
convessa su C se e solo seVr,y € C e soddisfatta una qualsiasi delle sequenti condizioni:

1. fly) = fl@)+ Vi) (y—x)
2. [Vfy)-Vf@) ' (y—=z) >0
3. (y—a)'Vf(z)(y—x) > 0.

Inoltre la funzione f(x) é strettamente convessa su C' se e solo se le disuguaglianze
nelle prime due relazioni sono verificate in senso stretto, per ogni punto y € C, y # x.

O

Si osservi anche che con facili passaggi, data la funzione f(z) con f : R"™ — IR, con
f(z) due volte continuamente differenziabile su un aperto S contenente l'insieme C, allora
risulta f(z) convessa su C se e solo se

V3f(z) =0, Vz e C.

Infatti, se V2f(z) = 0, Vo € C, Dal Teorema della Media esiste un valore 6 € [0, 1] tale
che, per ogni x,y € C
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ovvero la 1. di Proposizione 5.5 ¢ soddisfatta. Viceversa, dal punto 8. della Proposizione
5.5 risulta direttamente V2f(x) = 0, Vo € C.

Si osservi invece che per la stretta convessita di f(x), la condizione V2 f(z) = 0, Vx € C,
& solo una condizione sufficiente ma non necessaria (infatti per es. la funzione f(z) = 26
e strettamente convessa nell’origine, pur essendo nell’origine nulla la sua derivata seconda).

23 Sia data la funzione composta h(z) = g(f(z)), dove h : R" — IR,
f:IR"— R eg:IR— IR. Sia g convessa e non decrescente su IR (ovvero g(xa) > g(x1)
per ogni x2 > x1); inoltre, sia f convessa su IR"™. Allora si dimostri che la funzione h(x)
e convessa su IR™.

24 Sia data la funzione f : IR" — IR, con f convessa sull’insieme
convesso C C IR™. Si supponga che

f(z) >1, Vo e C.
Si dica se la funzione g(x) = f%(z) & convessa su C.

Osservazione 5.3 La proprieta 2. di Proposizione 5.5 puo essere facilmente dedotta dalla
1. Piu esplicitamente, dal momento che la 1. wvale per ogni coppia di punti di C, varra
anche scambiando x con y, quindi st avranno le due relazioni

fy) = fx)+ V@) (y— =)
f@) = fy) + Vi)' (@ —vy).

Sommando membro a membro le precedenti relazioni ed osservando che (v —y) = —(y—x)
si ottiene quindi la relazione [V f(y) — V()" (y —z) > 0.

La definizione di convessita di una funzione considerata finora, puo essere indebolita
in maniera consistente. FEsempi di generalizzazioni del concetto di convessita, che spesso
ricorrono nell’ ambito dei problemi legati all’economia, sono la pseudoconvessita e la qua-
siconvessita (di cui per brevita omettiamo le definizioni).

Osservazione importante 1 Si consideri nuovamente I’Esempio 1.3. St noti che sia la
funzione da minimizzare che i vincoli (relazioni matematiche che le variabili devono sod-
disfare), contengono le medesime variabili. Inoltre, esclusi i soli vincoli di interezza sulle
variabili, il generico vincolo i-simo del problema ¢ in una delle due forme (riconducibili
luna all’altra moltiplicando semplicemente per —1)

vi(x) < a4, vi(x) > ai,

in cui a; € IR e vi(x) é una funzione lineare. Pertanto, considerando senza scapito di
generalita il vincolo vi(x) < a; (analogamente per vi(x) > a;) e riconsiderando la Propo-
sizione 5.8, i valori di x € IR™ che soddisfano il vincolo i-simo sono esattamente i punti
dell’insieme di livello

Lo, ={z € R" : vi(z) < a;}. (17)
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X=aox*+(1-a)y

Figura 17: La geometria che sottende la dimostrazione del Teorema 5.6.

Essendo vi(x) lineare (quindi convessa), per la Proposizione 5.3 linsieme di livello (17)
risultera convesso. Allora, in sintesi, i punti che soddisfano ciascun vincolo dell’Esempio
1.8 formano un insieme convesso. Ricordando che noi chiediamo il soddisfacimento di
tutti i vincoli contemporaneamente, cio equivale ad effettuare lintersezione degli insiemi
convessi Ly, Lq,, . .., ottenendo per la Proposizione 5.1, un insieme convesso. Terminia-
mo questo paragrafo mostrando che nei problemi per i quali

e [a funzione da minimizzare é convessa,
e ['insieme dei punti che soddisfano i vincoli (ovvero l'insieme ammissibile) é convesso,

allora valgono importanti proprieta per le soluzioni. Questo giustifica in larga misura la ne-
cessita di aver introdotto la convessita quando vengono trattati problems di ottimizzazione.

Diamo di seguito due risultati di grande importanza, per problemi che includono fun-
zioni ed insiemi convessi. Tali risultati possono essere considerati la risultante di quanto
introdotto in questa sezione. Dall’Osservazione precedente e dalle seguenti proposizioni
dedurremo proprieta fondamentali dei problemi di Programmazione Matematica, di cui ci
occuperemo piu diffusamente nel seguito.

Proposizione 5.6 Data la funzione f(z), con f: IR™ — IR, e l'insieme convesso C' C
R™. Sia f(x) convessa su C. Allora, ogni punto di minimo locale x* € C, per il problema
di programmazione matematica
min f(z)
xz €,

e anche un punto di minimo globale per lo stesso problema.

Dim.
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Se l'insieme C € vuoto o contiene un solo punto, l’asserto ¢ banalmente soddisfatto. Se
invece C' contiene almeno due punti distinti, sia * un punto di minimo locale della f(x)
su C (si veda la Figura 17). Sia ora y € C' un qualsiasi altro punto ammissibile e conside-
riamo il segmento chiuso [z*, y] (contenuto in C' per via della convessita di C).

Essendo z* un minimo locale, esistera un intorno

1@ p) = {z € R : |lo—2"] < p},
di centro x* e raggio p > 0, tale che
f@®) < f(z),  Veel(z®,p)nle”,yl. (18)
Inoltre, poiche x € [x*,y] esiste un valore o € [0, 1) tale che
r=azr"+ (1 —-a)y
e per la convessita di f(x) su C, si ha
f(@) = flaz" + (1 — o)y < af(a”) + (1 —a)f(y). (19)
Unendo le (18) e (19) si ottiene
f@) <af@)+(A-a)fly) = (A-a)f@)<A-a)f(y), Vyel,

ed essendo 0 < o« < 1 si ha
fl@®) < fly), Wyed,

ovvero z* € anche un minimo globale della f(x) su C. O

Proposizione 5.7 Data la funzione f(x), con f : R™ — IR, e l’insieme convesso
C C IR". Sia f(x) convessa su C. Allora, linsieme delle soluzioni del problema di
programmazione matematica
min f(x)
zeC,

formano un insieme convesso.

Dim.

Se C' = () (insieme vuoto) oppure C contiene un solo elemento, 'asserto ¢ banalmente
soddisfatto. Se invece C' contiene almeno due punti, siano z* e y* due punti (qualsiasi) di
minimo locale della f(z) su C. Per la Proposizione 5.6 allora z* e y* sono anche punti di
minimo globale della f(x) su C, pertanto dovra risultare

f(@) = f(y") = fmin € IR

Inoltre, preso il punto x appartenente alla combinazione convessa di z* e y*, esistera un
valore a € [0, 1] tale che x = ax* + (1 — a)y*. Dalla convessita di f(x) si ha anche

flx) = flaz"+ (1 —a)y’] < af (@) + (1 -a)f(y")
= Offmin + (1 - a)fmin = fmina
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pertanto ogni punto x € [z*,y*] € un punto di minimo globale della f(z). Essendo z* e
y* due qualsiasi punti di minimo locale (globale) della f(z) su C, cio prova che I'insieme
delle soluzioni di

min f(x)

rzeC

forma un insieme convesso. O

I due ultimi risultati saranno di grande interesse e verranno ampiamente usati quando
tratteremo problemi di Programmazione Matematica lineari, i quali costituiscono una
sottoclasse importante dei problemi di Programmazione Matematica convessi.

25 (Calcolo del punto di Weber): Si dimostri che dati ¢ punti
Y1,---,Ym € IR™ e le costanti reali non negative wi, ..., Wy, ogni punto di minimo locale
del problema

m
min ;willm —yill-

e anche un punto di minimo globale, indipendentemente dalla scelta della norma “’.

26 Data la funzione f : IR*> — IR con

x
o) =af— el + el o= (1)),
T2
st dica se gli insiemi di livello della f(x) sono convessi. Successivamente si dica se la f(x)
¢ una funzione convessa su IR?.

Esempio 5.9 Prima di introdurre nella Sezione 7 i rudimenti della programmazione lin-
eare, diamo ora un esempio attraverso il quale possa chiarirsi lo stretto legame tra program-
mazione convessa e programmazione lineare. Inoltre I’esempio mostra come la presenza
di modelli lineari nelle applicazioni reali sia molto frequente. Da qui nasce la necessita
di studiare in dettaglio © paradigmi risolutivi della programmazione convessa e della pro-
grammazione lineare. Si consideri il circuito di Figura 18—(sinistra), nel quale viene rap-
presentato un transistor BJT che viene polarizzato in zona attiva attraverso un’opportuna
scelta delle resistenze/carichi Rp1, Rp2, Rc e Rp. In sostanza, nota la tensione V., con
il termine di polarizzazione si intende dimensionare le 4 resistenze del circuito in modo
tale da far passare un’opportuna corrente I, nel ramo sopra il punto C (si immagini per
esempio che la corrente Io serva a pilotare gli speakers di uno stereo, rappresentati dalla
resistenza Rc ). Tale corrente dipende approssimativamente® dalla tensione Vg tra il
punto B ed il punto E in Figura 18—(sinistra), mediante la relazione

VBE
Ic = Ic(VBE) = I¢, (e Vo — 1> , (20)

dove Ic, e Vr sono opportune costanti positive. Pertanto le resistenze Rp1, Rpa, Rc e
RE nella Figura 18 sono scelte in modo tale che

*In base alle equazioni di Ebers-Moll.
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Figura 18: Esempio di circuito che utilizza un BJT (sinistra) in cui il corretto settaggio
delle correnti prevede la linearizzazione di un vincolo (destra).

e tra i punti B ed E compaia mediamente la tensione Vgg, cui corrisponde in valore
_ VBE
IC = ICO e'Vr —1

della corrente Ic (vedasi Figura 18—(destra));

e sia possibile far oscillare la tensione Vg intorno al valore medio Vg e con un’oscillazione

data dal (cosiddetto piccolo segnale) 0Vpg (la piccola sinusoide rappresentata in
Figura 18—(destra)). Pertanto la tensione complessiva tra i punti B ed E sarda data
da

VBE = VBE + 0VBE.

Dal momento che §VgE rappresenta un piccolo segnale rispetto al valore medio Vgg, dovrd
naturalmente soddisfare una qualche limitazione nel range dei possibili valori che assume.
Cio corrisponderd ad avere sull’asse delle ordinate in Figura 18-(destra) una corrente
complessiva data da
Ic = Ic + 4,
essendo 01¢c il contributo dovuto alla piccola oscillazione 0Vgg sull’asse delle ascisse. La
quantia 61 puo essere facilmente calcolata tramite la relazione
Ic, YBE
(5]0%771‘(5‘/313, m=—"2e Vr s (21)
Vp

in cui m rappresenta il coefficiente angolare della retta tangente alla curva in Figura 18—
(destra), nel punto di ascissa Vg (i.e. la derivata della funzione in (20) calcolata in
VBE).

In sintesi quindi, la curva di Figura 18—(destra) viene linearizzata intorno al punto
di ascissa Vg, e quindi nella progettazione del circuito (i.e. nel risolvere il problema di
ottimizzazione legato alla progettazione del circuito), il vincolo convesso

Ic(Vpp) <90
viene sostituito dal vincolo lineare (anch’esso naturalmente convesso !!)
5Ic§5 S a m-&VBESS.

dipendente dalla sola variabile 0Vgg.

53



o4



6 Ulteriori elementi di Programmazione Matematica

Lo studio e la determinazione di punti di minimo (massimo) per la funzione f(z) sull’insie-
me ammissibile A C IR"™, & oggetto di interesse della Programmazione Matematica, ovvero
dell’Ottimizzazione (si veda anche [Ve08, BaShSh93, Be82, NoWr99]). Risolvere un pro-
blema di ottimizzazione significa quindi trovare i punti di minimo (o equivalentemente di
massimo) locale (globale) del problema
min f(z). (22)
zeA
Si e appena affermato che risolvere i problemi di minimizzazione ¢ ‘equivalente’ a risol-
vere problemi di massimizzazione. Vogliamo ora giustificare questa affermazione piu in
dettaglio. Si osservi che (si consiglia di visualizzare graficamente la cosa, come riportato
in Figura 19) vale il seguente risultato

Teorema 6.1 Dato il problema (22), con f: IR™ — IR, dato lo scalare X\ > 0, allora

a) ogni minimo locale (o globale) x* di (22) é anche un massimo locale (o globale)
della funzione —f(x) sull’insieme A;

b) ogni minimo locale (o globale) x* di (22) é anche un minimo locale (o globale) della
funzione Af(x) sull’insieme A.

Dim.
Per la a), dalla definizione di minimo locale (un ragionamento del tutto analogo vale anche
per il minimo globale) z* di f(x) sull’insieme A si ha

f@®) < flz), Vze AnI(a7p),
da cui moltiplicando per —1 si ottiene

ovvero z* ¢ punto di massimo locale della funzione —f(z) su A.
Similmente, per la b), dalla definizione di minimo locale (un ragionamento del tutto
analogo vale anche per il minimo globale) z* del problema (22) si ha

f@) < fl),  Voe ANI(a,p),
da cui moltiplicando per A > 0 si ottiene
A (z%) < Mf(x), Ve e ANI(z*, p),

ovvero z* & anche punto di minimo locale della funzione Af(z) su A. O

Pertanto il risultato precedente ci autorizza a scrivere la relazione

min f(z) = —max [ f(x)] (23)

z€eA zeA
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min f(x
aix:b( )

- f(x)

ax - f(x
250,70
Figura 19: La massimizzazione di —f(z) € equivalente alla minimizzazione di f(x)
sull’insieme C ={z € R: —oo <z < +00}.

ove se ‘min’ rappresenta un minimo “locale”, allora ‘max’ rappresenta un massimo “lo-
cale”; se invece ‘min’ rappresenta un minimo “globale”, allora ‘max’ rappresenta un mas-
simo “globale”. In conclusione quindi, qualora avessimo un problema di massimizzazione,
la (23) consentirebbe di trasformarlo in uno ‘equivalente’ di minimizzazione. Cio giustifica
il fatto che nel seguito considereremo senza scapito di generalia essenzialmente problemi
di minimizzazione.

E ora opportuno studiare innanzitutto le condizioni le quali assicurino ’esistenza di
punti soluzione per (22). Un risultato di esistenza di punti di minimo e di massimo globale
per la funzione f(x) & fornito dal seguente Teorema di Weierstrass di cui omettiamo
la dimostrazione.

Teorema 6.2 Data la funzione f(x) con f: IR" — IR, sia f(z) continua sull’insieme
A C IR", chiuso e limitato. Allora la f(x) ammette minimo e massimo globale su A.
[l

Ricordiamo per completezza che un insieme A C IR"™ & chiuso se contiene la propria
frontiera. Equivalentemente, si dice chiuso un insieme 4 se presa comunque la successione
{xy}, con x3, € A, e supposto esistere il limite

lim xp =z, (24)
k—o00

TPi correttamente la relazione (24) dovrebbe essere scritta come

essendo K una qualsiasi sottosequenza della sequenza {1,2,3,...}.
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allora deve essere T € A.
Si parla invece di insieme A limitato se esiste una costante finita M > 0 tale che

|zl < M,  VreA

Per un problema di ottimizzazione vincolata del tipo (22) si possono avere in gene-
rale diverse formulazioni, per alcune delle quali esistono algoritmi risolutivi piu efficienti
rispetto ad altri. In generale quindi, puo accadere che un problema di ottimizzazione
ammetta piu formulazioni ed in taluni casi sia possibile stabilire una corrispondenza biu-
nivoca tra le soluzioni di una formulazione (se esistono) e quelle di un’altra. Senza entrare
nel dettaglio, potremmo introdurre un concetto (debole) di equivalenza tra le formulazioni

(P) e (Q) del problema (22)

(P)  min f(z) (Q)  ming(y),

z€P yeQ

nel seguente modo. Diremo che le formulazioni (P) e (Q) del problema (22) sono equivalenti
se:

e csiste una relazione h: P — Q;
e per ogni soluzione = di (P) esiste una soluzione g di (Q) tale che y = h(Z).

In taluni casi tale equivalenza non e disponibile e riformulare pertanto un problema di
ottimizzazione, al fine di risolvere una sua formulazione pit semplice, pud non essere
facile. Esempi di problemi di ottimizzazione vincolata che possono presentare difficolta ad
essere riformulati (e dei quali non ci occuperemo nel seguito), sono:

e formulazioni bilivello: '
min f(z, y)
(z,y) e X
min g(z, y)
(z,y) €Y
in cui l'insieme ammissibile del problema di ottimizzazione al livello superiore (mas-
ter), dove la minimizzazione ¢ rispetto al vettore delle variabili z, contiene a sua

volta un problema di ottimizzazione annidato (in cui la minimizzazione & rispetto al
vettore y).

e programmazione semi-infinita:

min f(x,v)
h(z,v) <0
veV CIR

in cui il numero di variabili o di vincoli puo non essere finito. Nell’esempio, il numero
dei vincoli risulta non finito se 'insieme V non contiene un numero finito di valori.

Ricordiamo che alcune classi di problemi reali come quelli di Controllo Ottimo o di Ot-

timizzazione Multidisciplinare possono anche presentare difficolta nel formulare il problema
stesso [NoWr99].
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Il problema di cui invece ci occupiamo nella presente sezione ¢ il seguente:

min f(x), (25)
€A
dove I'insieme A C IR™ ¢ definito attraverso un numero finito di vincoli di uguaglianza e
disuguaglianza, i.e.

A:{z e R": hj(x)=0, gi(z) <0, j=1,...,p, i=1,...,m}. (26)

Si osservi che (25)-(26) ha una struttura molto generale. In particolare, per il momento
non vengono fatte assunzioni relativamente alla convessita/concavita della f(x), oppure
relativamente all’insieme ammissibile A. A tal proposito, ribadiamo che un caso di grande
interessa in letteratura e quello in cui le hj(x) sono lineari per j =1,...,p, e le g;(x) sono
convesse su A. In quest’ultimo caso, per la Proposizione 5.3 risulta A convesso. Pertanto
varranno per esso tutti i risultati descritti nella sezione precedente.

La soluzione di (25)-(26) richiede in linea di principio la soluzione di due problemi
distinti:

e la minimizzazione di f(z);

e ammissibilia della soluzione trovata (se esiste).

Una possibile classificazione sintetica dei modelli di Programmazione Matematica del tipo
(25)-(26), corrisponde alla scelta dei seguenti criteri di classificazione:

e natura dell’obiettivo (se la minimizzazione si riferisce alla ricerca di minimi locali si
parlera di Ottimizzazione locale, altrimenti -minimi globali- ci si riferisce a (25)-(26)
come ad un problema di Ottimizzazione globale);

e natura dei vincoli (se A = IR™ si parla di Ottimizzazione non vincolata, se A Z IR"
si parla di Ottimizzazione vincolata);

e tipologia delle funzioni f(x), hj(x), gi(z) (e.g., il problema (25)-(26) e lineare se f(x),
hj(x), gi(x) sono lineare per ogni indice i e j; altrimenti il problema (25)-(26) € non
lineare);

e natura delle variabili (si parla di problema continuo se € IR", si definisce problema
intero se x € Z™, mentre e misto il problema in cui vi siano sia variabili continue -a
valori reali - che variabili intere).

Inoltre, a seconda della tipologia del problema (25)-(26), si avranno specifiche caratteristi-
che ad esso legate. In particolare, brevemente puntualizziamo tali caratteristiche relativa-
mente ad alcune classi specifiche in cui si presenta il problema (25)-(26) nelle applicazioni:

(1) Programmaczione Lineare (i.e. f(z), hj(z), j = 1,...,p, gi(z), i = 1,...,m, sono
funzioni lineari della variabile x € IR™). In tal caso si hanno metodi efficienti
per risolvere (25), come il metodo del simplesso oppure i metodi dei punti interni
[NoWr99, HiLi05].

(2) Programmazione con Vincoli Lineari. Presentano notevoli semplificazioni sia dal
punto di vista teorico che dal punto di vista algoritmico. Sottoclassi notevoli di
questa categoria di problemi, analizzate in letteratura, sono
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e Programmazione con Vincoli Lineari generals

e Programmazione con Vincoli Lineari tipo box (i.e. non vi sono vincoli di ugua-
glianza e quelli di disuguaglianza sono del tipo [; < x; <wu;, i =1,...,m).

(3) Programmazione Quadratica (i.e. f(x) & un polinomio di secondo grado in = € IR",
mentre h;(z), j =1,...,p, e gi(x), i =1,...,m, sono funzioni lineari della variabile
x € IR™). In tal caso si usano spesso metodi del tipo Active Set [NoWr99].

(4) Programmazione Convessa (i.e. A & un insieme convesso ed f(x) & una funzione
convessa su A). I metodi delle direzioni ammissibili si dimostrano spesso efficienti
per questa categoria di problemi [Be95].

Per le categorie di problemi (1)-(4) vi sono algoritmi specifici, che in genere ¢ consigliabile
adottare al fine di ottenere migliori risultati in termini di efficienza ed efficacia nel calcolare
la soluzione.
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7 La Programmazione Lineare come caso particolare della
Programmazione Convessa

In questa sezione descriviamo una rilevante applicazione dei risultati della Sezione 5,
mostrandone le potenzialita nel caso della Programmazione Lineare (si veda anche [Ve08,
HiLi05]), oggetto del corso. Allo scopo introduciamo alcuni elementi preliminari, con-
siderando il problema generale di ottimizzazione

min f(z)

zeC (27)

in cui assumiamo f : IR" — IR e l'insieme C' C IR"™ convesso. 1l Teorema di Weierstrass
da una condizione sufficientte che assicura ’esistenza di soluzioni del problema (27). In
questa sezione intendiamo invece dare condizioni analitiche che ci consentano di identificare
(ovvero trovare) soluzioni di (27), una volta appurato che queste ultime esistono.

Definizione 7.1 Dato l'insieme C' C IR™ ed il punto T € C, si dice che il vettore
(direzione) d =y —z € R", cony € IR" e y # T, ¢ una direzione ammissibile per C
in &, se il punto x = T + ad appartiene a C, per ogni o € (0,a], con & > 0. O

Si noti che nella Figura 20 la direzione d é ammissibile in base alla Definizione 7.1, con
& < 1. Anche il vettore d nella stessa figura é ammissibile ma in questo caso risulta a = 1.
Notiamo anche che se C' & un insieme convesso, considerato il punto z € C, il vettore
d=x—1Z,con z € C, ¢ sempre una direzione ammissibile con & = 1.

Definizione 7.2 Sia data la funzione f(x) con f: IR™ — IR, ed il vettore d € IR", con
d # 0. Considerato il punto & € IR"™ si dice che d é una direzione di discesa per f(z)
in T se esiste un & > 0 tale che

f(Z+ ad) < f(Z), Va € (0, al.

O

Si osservi che sostanzialmente d € IR" ¢ una direzione di discesa per f(z) in Z se in
un intorno comunque piccolo di Z, lungo la direzione d, la funzione f(x) & strettamente
decrescente.

Esempio 7.1 Data la funzione f : IR — IR, con f(x) =22, siaC ={x € R: -5<1 <
5tU{z e R: 7 <z <9}. Considerato il punto T = 8 ed il punto y = —3, la direzione
d=y—T=-3—8= —11 (si noti che la direzione é uno scalare in questo caso) ¢é al
contempo una direzione ammissibile per C, in Z, ed una direzione di discesa per f(z) in
Z.

Con la seguente proposizione si intende caratterizzare (ovvero identificare) le direzioni di
discesa di una funzione, cosa indispensabile per risolvere i problemi di ottimizzazione del
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Figura 20: Direzioni ammissibili d a d per l'insieme C' nel punto .

tipo in (27).

Proposizione 7.1 Data la funzione f(x), con f: IR" = IR e f € CY(IR"); sia d € IR™,
con 0 < ||d|| < o0 ez € R". Sia Vf(z)'d # 0; allora, d ¢ una direzione di discesa per
f(x) in T se e solo se risulta

Vi@)ld<o.

Dim.

Dal Teorema del valor Medio (si veda il Teorema 3.2) si ha per a € (0, 1]

f@+ad) = [f(@)+ V@) (ad)+o|ad|)

- f(x)+an(x)Td+0(!adH)m,
da cuil
! alld||

e passando al limite per & — 0" in ambo i membri della precedente uguaglianza si ottiene
(si noti che V f(z)Td non dipende da )

a—0+ o S0t af|d|

= V@) Td (28)

Ora, per dimostrare la condizione sufficiente si supponga per ipotesi Vf(z)Td < 0. Cio
implica che il membro di destra della (28) risulta definitivamente negativo. Pertanto,
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essendo « > 0, si ha nel membro di sinistra f(Z + ad) — f(Z) < 0 per « sufficientemente
piccolo. Ovvero d € una direzione di discesa in Z.

Per dimostrare la condizione necessaria, sia per ipotesi d una direzione di discesa per
f(z) in Z. Pertanto, dalla Definizione 7.2 e per « sufficientemente piccolo (ma positivo) si
avra f(Z + ad) — f(z) < 0 nel membro di sinistra della (28). Cio implica necessariamente

che V£(7)Td < 0. O

Esempio 7.2 Nel caso in cui la funzione f : IR™ — IR sia lineare (cioé del tipo f(x) =
'z, ¢ € IR™), ovvero affine (ossia del tipo f(x) = ¢’z +¢, ¢ € R", ¢ € IR, come da
Definizione 2.11), risultera

Vix)=c, Vo € R".

Quindi, dal momento che il gradiente ¢ costante, si avra Vf(x)Td < 0 se e solo se

Vi(x)Td=cld<o.

La seguente proposizione fornisce piu esplicitamente una condizione analitica che caratte-
rizza le soluzioni di (27), nel caso in cui I'insieme C risulti convesso, consentendoci almeno
in via teorica di poterle determinare.

Proposizione 7.2 Dato il problema (27) con C C IR" convesso (ma f(x) non neces-
sariamente convessa), condizione necessaria affinche il punto T € C sia un punto di
minimo locale per f(x) su C é che

Vi@ (z—z) >0, Vx € C. (29)

Dim.

Dobbiamo dimostrare che se & € C' & punto di minimo locale per f(x) su C, allora la
condizione (29) e soddisfatta. Infatti se £ € minimo locale non possono esistere in
direzioni ammissibili che siano anche di discesa per f(x). Pertanto, in accordo con la
Proposizione 7.1, possono esistere in T solo direzioni ammissibili d tali che V f (E)Td >0,
ovvero deve valere la condizione

Vi@td>o, Vd ammissibile per C.

Dal momento poi che C' & convesso, preso un qualsiasi punto x € C, con = # T, sara
d = x — ¥ ammissibile, quindi se in £ non devono esistere direzioni d ammissibili per C' e
di discesa per f(z), dovra allora valere la condizione (29). O

Esempio 7.3 Si consideri il problema di minimizzazione

Jnin f(@)
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Curve dilivello della f{x). La funzione
cresce nel verso indicato da Vf{(x)

Xy

Figura 21: Condizioni Necessarie di minimo locale con C' convesso (la funzione f(x) e
continuamente differenziabile ma non e convessa). La figura e rappresentata nel piano
delle variabili. La funzione ‘cresce’ nella direzione indicata da V f(x), in base al Lemma
3.1. La condizione Vf(z)Td > 0 o Vf(5)Td > 0, per ogni direzione d ammissibile per
C, & soddisfatta. Si noti che i punti Z ed § sono entrambi punti di minimo locale, ed
appartengono a curve di livello diverse.
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con f € CYIR™), in cui C = IR™. Si consideri il punto & € IR™. Essendo soddisfatte le
ipotesi della Proposizione 7.2, se il punto T € IR"™ ¢ punto di minimo locale per f(x) si
avra

V@) (x—-2)>0,  VoeR"™ (30)
Presi allora i due punti di IR™
T = 2%
Ty = 07

la condizione (30) calcolata in x1 e xo diventa
Vi@ (21— 2) = V(@) >0
Vi@ (22 —2) = =V @)z >0,

ovvero Vf(z)TZ = 0. La precedente relazione, dovendo essere vera per ogni punto di
. . — . . o +
minimo locale T, implica la condizione*

Vf(z) =0, (31)

ovvero la ben nota condizione necessaria di minimo locale in IR". Osserviamo anche che
tale condizione é solo necessaria se f(x) non é convessa (si pensi infatti alla funzione neée
concava né convessa f(x) = 23, x € IR, per la quale la condizione (31) ¢ soddisfatta nel
punto di flesso T = 0). Si ricorda infine che per n = 1 la condizione V f(Z) = 0 equivale
alla classica condizione di annullamento della derivata prima della f(z), ovvero f'(z) = 0.

Proposizione 7.3 Dato il problema (27) con C C IR™ convesso, f(x) continuamente
differenziabile in un insieme aperto contenente C, ed f(x) convessa su C. Condizione
necessaria e sufficiente affinché il punto = € C' sia un punto di minimo locale per f(x)
su C é che

V@) (xz—2)>0, VreC. (32)

Dim.

Per la condizione necessaria vale quanto dimostrato nella Proposizione 7.2. Per la con-
dizione sufficiente dobbiamo mostrare che se vale (32) in Zz, il punto Z & di minimo locale
per f(z)in C.

A tale scopo, ricordando che per ipotesi f(z) & convessa, dalla Proposizione 5.5 si ha

f@) > fy)+ Vi (x—y), Vayel. (33)

*La condizione Vf(Z)TZ = 0 implica ortogonalita del gradiente V f(y) con ogni vettore y € C che sia
minimo locale. Pertanto I'unico vettore che puo soddisfare questa condizione ¢ il vettore nullo. In maniera
del tutto equivalente, scegliendo di volta in volta il vettore & mediante la Z = e;, ¢ = 1,...,n, la condizione
V£(Z)T(z) = 0 implica le n condizioni
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Curve dilivello della f{x). La funzione
" cresce nel verso indicato da Vf(x)

Figura 22: Condizione Necessaria e Sufficiente di minimo locale per f(z) in Z, con C
convesso. La figura & rappresentata nel piano delle variabili. La funzione f(x) & convessa
su C, quindi per la Proposizione 5.3 i suoi insiemi di livello (parzialmente disegnati in
figura) sono convessi. Il punto Z & un minimo locale (e quindi anche globale) della funzione

f(z)suC.
Preso allora y = z, dalla (32) e (33) si ha
f@) = f@)+Vf@) (z-2) > f@), Vrel,

ovvero T ¢ punto di minimo locale (nonche globale per la Proposizione 5.6) della f(z), su
C. O

Esempio 7.4 (NON incluso nel programma)
Si consideri il problema (27) con

C={zeR": a;<x;<Vb;, i=1,...,n}, (34)
ove per ogni indice i’ ¢ a; < b; ed eventualmente a; = —o0 e/0 b; = +00. Sia T soluzione
di (27) e consideriamo, per ogni indice ‘i’, tre casi distinti: a; < T; < b;, T; = a; e T; = b;.

Nel primo caso, ragionando come nell’Esempio 7.3, scegliamo la quantita o tale che

O<o< IIllIl{bZ —Zi, Ty — ai}
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(per esempio basta scegliere o = 0.5min{b; — T; , T; — a;}).
ammissibili

x1 x1
Ti—1 ZTi—1
T, = T; — O , To = T; +0
Tit1 ZTi+1
ZTn Tn

per i quali sard quindi
V@) (z1—2) >0

V(@) (z2 —2) > 0.

Per le (35) le precedenti due relazioni danno

of(x)
8.%'Z' (+U)207 8.1'Z (_ — Yy

ovvero 0f(z)/0x; = 0.

Nel secondo caso, scegliamo la quantita o tale che

O<o<b;,—7;

Inoltre scegliamo 1 punti

(per esempio basta scegliere o = 0.5(b; — Z;)). Inoltre scegliamo il punto ammissibile

I

Ti—1
r3 = T;+o ,
Ti+1

In

per il quale sard quindi
Vi@)! (23 —x) 2 0.

Per la (86) la precedente relazione é equivalente alla

of(x)
8.21%'

(+0) =0,
ovvero Of(z)/0x; > 0.

Infine, nel terzo caso scegliamo la quantita o tale che

O<o<z—a
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(per esempio basta scegliere o = 0.5(Z; — a;)). Inoltre scegliamo il punto ammissibile

X

Ti—1
Ty = Ti— 0O , (37)
Tit+1

Tn
per il quale sara quindi
V@) (x4 —7)>0.
Per la (37) la precedente relazione é equivalente alla

of ()
TM(—U) >0,

ovvero Of(z)/0x; < 0.

Pertanto, volendo riassumere i risultati dell’esempio, potremmo dire che nel caso di vincoli
di box sulle variabili (ovvero C ¢ definito mediante la (34)), le sequenti condizioni di
ottimalita sono equivalenti

agg(j:) >0, Vi:Z; = aq;
Vi) (z—2)>0 o5 — o, Vi:a; < I < b
o) <o, Vi:a;=b;.

Le precedenti condizioni analitiche sono riassunte nella Figura 23.

7.1 1l caso di funzioni Lineari/Affini: la Programmazione Lineare

Si consideri I'insieme convesso C' C IR" e si considerino nuovamente le Proposizioni 7.2 e
7.3. Si supponga che la funzione f(z) sia affine, i.e.

f(z)=cTz+e, ceR", ce R (38)
Pertanto per la Proposizione 5.2 f(x) & convessa ed il problema

min f(x)
(39)
zeC

€ un problema convesso.

27 Si dimostri che il problema di programmazione matematica
min f(z)

zeC
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BF(X)13x; =0

v
v
v

a b; a b; a bJ

Figura 23: Condizioni necessarie di ottimalita nel caso di vincoli di box sulle variabili.

ammette le stesse soluzioni (i.e. gli stessi punti di minimo locale e minimo globale) del
problema

min af(z)+b
reC
sea>0ebec IR.

In base a quanto risulta dall’Esercizio 27, nel seguito di questa sezione possiamo, senza
scapito di generalita, risolvere (39) considerando nella (38)

f(z) =l

In aggiunta, nella (39) supponiamo che I'insieme C sia descritto da vincoli di tipo lineare,
ie.

C={zecR": fi(x)>b;, i=1,...,m; fi(x) lineare};

quindi in particolare, per la Osservazione importante 1, C risultera convesso. Cerchiamo
ora di caratterizzare piu in dettaglio la struttura di C', quando & descritto da vincoli line-
ari.

T

Definizione 7.3 Data la funzione lineare g(x) = a* x, con a € IR™, l’insieme dei punti

di IR™ che soddisfa l'equazione

a x=a, a € IR,

st dice iperpiano. O
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Definizione 7.4 Data la funzione lineare g(x) = a’z, con a € IR™, l’insieme dei punti

di IR™ che soddisfa la disequazione (analogamente per la disequazione ‘<°)
al'z > a, a€ IR,

si dice semispazio chiuso. O

Definizione 7.5 Si definisce poliedro [’intersezione di un numero finito di iperpiani e
semispazi chiusi. Si definisce poi politopo un poliedro limitato. O

Si noti che spesso in letteratura si trova anche la dizione equivalente di poliedro convesso,
per indicare semplicemente un poliedro. Dalle definizioni precedenti risulta chiaro che un
qualsiasi insieme descritto da un numero finito di vincoli lineari € un poliedro. Si osservi
anche, dalla definizione di semispazio chiuso, che la disuguaglianza che lo definisce e del
tipo ‘>’ anziche ‘>’. Cio conferisce a C' la proprieta di chiusura e consente (se C' & anche
limitato), di applicare il Teorema di Weierstrass, assicurando ’esistenza della soluzione. Si
osservi anche che nelle definizioni di iperpiano e semispazio chiuso alcune componenti del
vettore a € IR™ possono essere nulle, pertanto anche un semplice vincolo del tipo 1 > 0
& un vincolo lineare, in cui a = (1 0---0)7.

Naturalmente poi, ¢ sempre possibile trasformare ogni vincolo di uguaglianza in una
coppia di vincoli di disuguaglianza e viceversa, essendo per ogni a € IR" e a € IR

aTa:ZZL

ale <

‘Q |

Inoltre un vincolo del tipo e’z < a@ pud senza difficolta essere trasformato nel vincolo
(—a)’z > (~a).

Osservazione importante 2 Pertanto, a questo punto € possibile affermare che ogni
problema di Programmazione Lineare (i.e. in cui C' é descritto da vincoli lineari ed f(x)
¢ una funzione lineare), puo essere rappresentato senza scapito di generalita nella forma

min ¢’z
(40)
Az > b,
con
al b
A= : e R™™, b= : e R™,
al bm,

ovvero in forma esplicita, gli m vincoli saranno

T .
a; x > by, i=1,...,m,
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ed identificheranno il poliedro P = {x € IR" : Ax > b}.

28 Lo studente mostri che gli insiemi ) ed IR™ sono poliedri. Si di-

mostri che anche il singleton (ovvero l'insieme formato da un solo punto di IR™) é un
poliedro.

29 Data la matrice A € IR™*™ ed il vettore b € IR™, si dimostri

esplicitamente i.e. applicando la definizione di insieme convesso) che il poliedro P = {x €
IR™: Az > b} ¢ un insieme convesso.

30 Si dimostri (applicando la definizione) che l'insieme P = {x € IR™ :

Az = b} con A € R™ "™, m finito e b € IR™, é convesso e rappresenta un poliedro.

31 Si consideri la matrice A € IR™*™ e la definizione di spazio nullo
N[A] della matrice A (si veda I’Esercizio 5). Dire se N[A] & sempre un poliedro per ogni

m,n > 1.

Essendo (40) un problema convesso (ed in particolare il poliedro P = {z € IR" : Ax > b}
¢ convesso), le sue soluzioni sono al contempo punti di minimo locale e minimo globale di
¢’z su P. Inoltre, per la Proposizione 7.3, la condizione di ottimalita nel punto soluzione
T € P, ie.

Vi@ (x-2z)>0, VxeP (41)

€ una condizione necessaria e sufficiente.

Definizione 7.6 Dato il problema (40) si consideri il vincolo i-simo del poliedro am-
missibile P = {x € IR" : Ax > b}, i.e. alx >b;, i=1,...,m. Si dice che nel punto ¥ il
vincolo i-simo ¢ un vincolo attivo se al z = b;. Si indica inoltre con 1(z) l'insieme di
tutti © vincoli di P attivi in T, i.e.

I(z) = {i: a] T = b;}.

Proposizione 7.4 [NON inclusa nel programma)] Sia dato il problema (40) ed il
poliedro ammissibile P = {x € IR™ : Ax > b}. Si consideri il punto T € P; la direzione
d € IR"™ € una direzione ammissibile per P in T, se e solo se

ald>0,  Viel(z),

essendo 1(Z) Uinsieme dei vincoli attivi di P in T.

Dim.
Dato il poliedro P in (40), con & € P, si ha per definizione che d ¢ ammissibile se e solo se

al (Z + ad) > by, i=1,...,m, con a«a€(0,a], a>0.

Detto I(Z) I'insieme dei vincoli attivi in z, distinguiamo allora due casi
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1.i ¢ I(Z) = alz > b;. Pertanto se ald > 0 allora z + ad soddisfa il vincolo
i-simo, per ogni @ > 0 (quindi d € una direzione ammissibile rispetto ai vincoli non
attivi in 7). Se invece a! d < 0, allora fissando

b; — alz

a=-——Tt" >y,

T
a; d

si ottiene dopo una facile verifica al (x + ad) > b;, per ogni o € (0, @], quindi d &
ancora una direzione ammissibile rispetto ai vincoli non attivi in Z.

2.i€l(z) = aZTf = b;. Pertanto, come nel caso precedente, se ade > 0 allora

Z+ad soddisfa anche il vincolo attivo i-simo, per ogni a > 0, quindi d € una direzione
ammissibile anche rispetto ai vincoli attivi in Z. Se invece a!'d < 0 si ha

al (z + ad) = al © + aal d < b;, Va > 0.

Quindi non possono esistere valori non nulli di o che rendono ammissibile il punto
T + ad. Pertanto, se i € I(Z) la direzione d non puo essere ammissibile se a!'d < 0.
Cio prova l’asserto.

O

La proposizione precedente fornisce una condizione necessaria e sufficiente affinche
la direzione d € IR™ sia ammissibile per un poliedro P nel punto £ € P. In sostanza la
condizione si limita a considerare il prodotto scalare di d con i vettori dei coefficienti dei soli
vincoli attivi in Z. Se tali prodotti scalari sono tutti non negativi allora d ¢ una direzione
ammissibile in . Naturalmente pero, controllare analiticamente questa condizione puo
essere pesante dal punto di vista pratico (richiede infatti di eseguire nel caso peggiore m
prodotti scalari, essendo m i vincoli che descrivono P).

Vedremo che mentre nel caso n > 3 (ovvero quando sono presenti almeno 3 variabili),
¢ indispensabile 1'uso di un metodo per la ricerca di direzioni ammissibili (nello specifico
tale metodo ¢ il Metodo del Simplesso), nel caso n < 2 il problema (40) puo essere
risolto graficamente.

Dal punto di vista grafico, si noti che la regione ammissibile del problema (40) puo
eventualmente coincidere con l'insieme vuoto (e.g. si pensi ad un insieme ammissibile P
definito dai due soli vincoli: x1 > 0 e 1 < —3). Inoltre, P si puo presentare in diverse
forme, alcune delle quali sono rappresentate nella Figura 24.

Proposizione 7.5 Dato il problema (40), il gradiente V f (z) = ¢ della funzione obiettivo
¢ ortogonale alle curve di livello della f(x), ed é orientato nel verso crescente della f(x).

Dim.
Le curve di livello della f(z) sono date dagli iperpiani

e =~, v € IR.

Fissato ora un qualunque 4 € IR, siano z1 € IR" e x3 € IR" due punti della curva di livello

=7, ie.

CTfﬂl =%, CTI'Q =7. (42)
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IA O

(a) (b) (c) (d)

Figura 24: Esempi di possibili forme che puo assumere il poliedro ammissibile P di (40).

Sottraendo membro a membro le precedenti uguaglianze si ha

oy —clay = cT(xl —x9) = 0;

pertanto il vettore ¢ & ortogonale ad un qualsiasi vettore con estremi nel piano ¢!

ovvero c & ortogonale al piano ¢’z = 7 (si veda Figura 25).
Sia ora y appartenente alla curva di livello ¢/ = 7, con 4 > 7. Pertanto sara

T =7,

CTy =3>7,
da cui sottraendo la prima delle (42) si ottiene la condizione
cy—clzy =cl(y—z1) >0,

ovvero (si veda la (5) e Figura 25), angolo ¢ formato dal gradiente ¢ e dal vettore y — x;
¢ minore di 90°, quindi ¢ & orientato nel verso crescente della funzione obiettivo. O

La precedente proposizione ci aiuta a trovare la soluzione del problema (40). Supponia-
mo infatti per semplicita di trattazione (ma senza scapito di generalita) n = 2; inoltre
assumiamo che il poliedro ammissibile P del problema (40) sia dato in Figura 25.
Vogliamo cercare la/le soluzione/i T (se esiste/esistono), che soddisfa/ano la condizione
necessaria e sufficiente (41). In base alla Proposizione 7.5 e per la (5) bastera allora cercare
nella direzione e verso indicati dal vettore —c (opposto di ¢), a partire da un qualsiasi
punto ammissibile di P. Infatti, il vettore —c indichera il verso in cui f(z) = ¢’z decresce,
quindi bastera trovare il/i punto/i della regione ammissibile che appartiene/appartengono
alla curva di livello di ¢’z con valore pilt basso (7 in Figura 25, nella quale Z = x).

Si osservi che ogni direzione ammissibile in z soddisfa la condizione

cl'd=c"(xz—1z)>0, Vx € P,
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- Curve di livello della
" funzione ¢'x

Figura 25: 11 vettore c in (40) risulta ortogonale alle curve di livello di f(z) = ¢z, ed &
orientato nel verso di f(x) crescente. Ogni direzione ammissibile d soddisfa la condizione
di ottimalita in x1, come prescrive la Proposizione 7.3.
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Figura 26: Caso nel quale il problema (40) non ammette soluzione. La condizione di
ottimalita (41) non e soddisfatta in nessun punto del poliedro ammissibile P (la direzione
d in figura ¢ una direzione di discesa in 7).

quindi Z € realmente un punto soluzione. Si noti anche che preso un qualsiasi punto
z € PU B(z,p), ove B(z,p) ¢ la sfera di centro Z e raggio p > 0, tale punto appartiene
senz’altro ad una curva di livello corrispondente a v > 4. Di conseguenza & sara 1'unica
soluzione del problema.

In Figura 26 abbiamo invece un caso nel quale il problema (40) non ammette soluzioni.
Infatti la regione ammissibile & costituita da una striscia illimitata e sara sempre possibile
trovare punti z;, ¢ = 1,2, ..., tali che

cTicl > cTisg > chg >

muovendosi lungo la direzione —c.

Infine in Figura 27 abbiamo un caso nel quale tutti i punti compresi nel segmento chiuso
[Z1, Z2] sono punti soluzione. In particolare, notiamo che anche nel punto soluzione = vale
(come ci aspettavamo) la condizione di ottimalita (41), per ogni direzione ammissibile d,
in Z. Nello specifico poi, per le due direzioni ammissibili d; = 1 — T e do = Ty — T vale
la condizione di ortogonalita ¢I'd; = ¢''dy = 0.

Esempio 7.5 Vogliamo risolvere graficamente il problema di Programmazione Lineare

min x; + x9
I Z 0
xTo Z 0.
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Curve di livello della
funzione ¢'x

Figura 27: Caso in cui (40) ammette un numero non finito di soluzioni (nella figura sono
soluzioni tutti i punti nel segmento chiuso [Z1, Z2]).

Essendo f(x) = x1 + 22 sard anche Vf(z) =c= (1 1)T € IR? e ragionando come nelle
Figure 25-27 la soluzione é mostrata in Figura 28-(a).

Esempio 7.6 Vogliamo risolvere graficamente il problema

min2xr; + xo — 3
To—3x1 —2<0 (43)
—2.292 Z —61’1 — 4.

FEssendo f(x) = 2x1 + x2 — 3 affine ma non lineare, il problema (43) é equivalente al
problema di Programmazione Lineare (ovvero i loro punti soluzione coincideranno)

min 2z + o
xro — 3$1 -2 § 0
—2.732 Z —6(1:1 — 4.

Inoltre, ragionando ancora come nelle Figure 25-27, ¢ Vf(z) =c= (2 1)T € IR?. Si puo
osservare che sequendo la direzione ed il verso di —c, essendo il poliedro ammissibile illimi-
tato, anche la funzione obiettivo risultera illimitata inferiormente, pertanto non esistera
soluzione al problema (Figura 28-(b)).

Esempio 7.7 Vogliamo risolvere graficamente il problema di Programmazione Lineare

min2x1 + 29
T Z 0
i) Z 0
T1+x0 > 1.

(44)
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(a) (b) (c)

(0,0) & I'unica non esiste segmento di
soluzione soluzione soluzioni

Figura 28: Soluzioni degli Esempi 7.5-7.7.

Qui ¢ f(x) = 2x1 + 279 da cui sard anche Vf(z) = ¢ = (2 2)T € R? e la soluzione
(Figura 28-(c)) ¢ data da tutti i punti del segmento che ha per estremi i punti ammissibili
(0,1) e (1,0).

I risultati dell’Esempio 7.7 sono suscettibili di un’interpretazione notevole, alla luce di
quanto dimostrato in Proposizione 5.6 e Proposizione 5.7. In particolare, il problema
(44) & convesso (come ogni problema di Programmazione Lineare), pertanto i risultati
dimostrati nelle precedenti due proposizioni sono applicabili. A riprova di quanto appena
detto, si osservi che
f(0,1) = f(1,0) =2

ed in base alla Proposizione 5.6 i due punti (0,1) ed (1,0) sono al contempo minimi locali
e globali di f(z) sul poliedro ammissibile di (44). Inoltre, per ogni punto Z nel segmento
di estremi (0, 1) ed (1,0) vale I’espressione

xza(é)—l—(l—a)((l]), aclo 1),

f(@)=fla,1—a)=2a+2(1 —a)=2.
Quest’ultima relazione prova esplicitamente quanto affermato gia dalla Proposizione 5.7,

ovvero ogni punto del segmento congiungente (0,1) ed (1,0) € a sua volta un minimo
(locale e globale) di f(x) sul poliedro ammissibile di (44).

e risulta

Definizione 7.7 Dato l’insieme convesso C' C IR™, si dice che T é un punto estremo
o vertice di C' se non esistono due punti y,z € C, con y # z, distinti da T e tali che
z €y, 2. O
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Figura 29: Esempi e controesempi di vertici per insiemi di IR"™. I punti O-S non sono
vertici in quanto non appartengono ad un insieme convesso.

Esempio 7.8 Data la Figura 29, i punti A-N e T-V sono tutti punti di vertice per i
rispettivi insiemi convessi. Invece i punti O-S non sono vertici in quanto appartengono ad
un insieme non convesso, per il quale non abbiamo definito il concetto di vertice.

Esempio 7.9 L’insieme vuoto naturalmente non contiene vertici, pur essendo un insieme
convesso. L’insieme C' C IR™ che contiene il solo punto &, ammette tale punto come vertice
(basta infatti applicare la definizione di vertice e notare che non esistono altri due punti
in C distini da T).

Diamo ora una caratterizzazione dei vertici di un poliedro, che ci consentira di iden-
tificarli con maggior precisione. Della seguente proposizione omettiamo per brevita la
dimostrazione.

Proposizione 7.6 Dato il poliedro ammissibile P = {x € IR™ : Az > b} del problema
(40), con A € R™™ ebe IR™, il punto T € P ¢é un vertice di P se e solo se

1. esistono almeno n vincoli di P attivi in T;

2. detti aZTJ: = b;, 1 € I(Z), tutti i vincoli attivi in T, vi sono esattamente n vettori
dell’insieme {a;};c(z) che sono linearmente indipendenti (vincoli linearmente in-
dipendenti).

O
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1 2 3 4

X4

Figura 30: Poliedro P descritto dalle disuguaglianze nell’Esercizio 32. Essendo il poliedro
limitato, risulta anche essere un politopo.

32 Si trovino tutti e soli i vertici (se vi sono) del poliedro P descritto

dalle sequenti disequazioni (si veda la Figura 30)

( (I) 1'120
(I1) 23>0
' (IV) 2(E2—$1§3
(V) To+x1 <6
(VI) 221 — 6 < 29

Prima di risolvere [’esercizio calcoliamo il massimo numero possibile di vertici che il
poliedro P puo ammettere. Questi corrisponderanno, dalla Proposizione 7.6, al massimo
numero di coppie (i.e. n-ple) diverse di vincoli che é possibile scegliere tra i 6 vincoli che
descrivono P, ovvero® (poiché m =6 ed n = 2)

(0)=() = =

In particolare, analizziamo ciascuna coppia di vincoli (X)—(Y), con X, Y € {I,I1,...,VI}:

e (I)-(II): Considerati i vincoli (I) e (II) mettiamo a sistema i corrispondenti vincoli
di uguaglianza x1 =0 e x9 =0
z1 =0
{ To = 0

ottenendo il punto (0,0). Nel precedente punto i vincoli (I) e (IT) risultano attivi e
linearmente indipendenti, pertanto in (0,0) le 1. e 2. della Proposizione 7.6 sono
soddisfatte. Ma il punto (0,0) non & vertice di P in quanto (0,0) € P (non soddisfa
per esempio il vincolo (II1)).

$Si osservi che se m < n non possono esistere vertici nel poliedro.
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e (D)-(III): Considerati i vincoli (I) e (IIT) mettiamo a sistema i corrispondenti vincoli
di uguaglianza r1 =0 e x9 + 211 =4

xTr1 = 0

To + 221 = 4,
ottenendo il punto (0,4). Nel precedente punto i vincoli (I) e (I11) risultano attivi
e linearmente indipendenti, pertanto in (0,4) le 1. e 2. della Proposizione 7.6 sono

soddisfatte. Ma il punto (0,4) non & vertice di P, essendo in esso violato il vincolo

(IV)).

o (II)-(III): Considerati i vincoli (II) e (I1I) mettiamo a sistema i corrispondenti
vincoli dv uguaglianza xo =0 e xo + 221 =4

o =0

x2 + 221 =4,
ottenendo il punto (2,0). Nel precedente punto i vincoli (II) e (III) risultano attivi
e linearmente indipendenti, pertanto in (2,0) le 1. e 2. della Proposizione 7.6 sono
soddisfatte. Inoltre, sostituendo il punto (2,0) anche nei vincoli (I), (IV), (V) e

(VI) notiamo che questi sono banalmente soddisfatti, pertanto (2,0) & un vertice del
poliedro P.

Analogamente a quanto fatto per i casi (I) — (I1), (I) — (III) e (II) — (III), lo studente
analizzi per conto proprio © rimanenti 12 cast

(1) - (V). (D-(v), (I)-(VI),
(1)~ (IV), (ID)—(V), (1) - (VI),
(I1I)—(1V), (III)—(V), (III)—(VI),
(V)= (V). (V)= (VD),

(V) - (v

e verifichi che gli unici vertici del poliedro P risultano essere i punti (1,2), (3,3), (4,2),
(3,0) e (2,0).

Esempio 7.10 Si trovino tutti i vertici (se vi sono) del poliedro P descritto nell’Esempio
7.6. In particolare, a partire dal poliedro ammissibile P in (43), descritto dalle disequazioni

—x9 + 31 > —2

—2x9 + 621 > —4, (45)
risolviamo il sistema lineare formato dalle equazioni associate a (45)
—x90+ 31 = =2 (46)

—2x9 4+ 621 = —4.

Per la 1. della Proposizione 7.6 ogni vertice deve soddisfare almeno n (ovvero due) tra
le equazioni (46). Per esempio (da una semplice ispezione visiva) il punto ammissibile
(=1, —1) soddisfa entrambe le (46) ma i vettori

(%) (%)

non sono linearmente indipendenti, pertanto la 2. di Proposizione 7.6 non & soddisfatta
nel punto (—1, —1) (infatti, come si € visto il problema dell’Esempio 7.6 non ha soluzione).
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Esempio 7.11 Si trovino tutti i vertici (se vi sono) del poliedro P descritto nell’Esempio
7.7. Come per l’esempio precedente, scriviamo le equazioni associate ai vincoli di disu-
guaglianza che definiscono il poliedro del problema (44):

:Jc1:0
xQZO (47)
T+ a9 = 1.

Poiche ¢ n = 2, i vertici saranno punti ammissibili per P che devono soddisfare almeno 2
delle uguaglianze (47). Vi saranno allora solo 3 possibili casi.

e caso 1: il punto (0,0) soddisfa le prime 2 uguaglianze (47), ma non é un punto
ammissibile per il poliedro P in (44). Pertanto non potra essere un vertice;

e caso 2: il punto (0,1) é ammissibile per il poliedro P in (44) e soddisfa la prima e
la terza equazione in (47). Inoltre i vettori dei coefficienti

(1) ()

associati al primo e terzo vincolo in (47), sono linearmente indipendenti. Pertanto
il punto (0,1) é un vertice per il poliedro ammissibile del problema (44);

e caso 3: il punto (1,0) é ammissibile per il poliedro P in (44) e soddisfa la seconda e
la terza equazione in (47). Inoltre i vettori dei coefficienti

a=(8) (1)

associati al secondo e terzo vincolo in (47), sono linearmente indipendenti. Pertanto anche
il punto (0,1) é un vertice per il poliedro ammissibile del problema (44).

Esempio 7.12 Il poliedro di Figura 32-(a) non ammette vertici (in T vi é un solo vincolo
attivo, mentre in T nessun vincolo & attivo). Invece nel poliedro di Figura 32-(b) vi sono i
tre vertici A, B e C.

33 Si trovino tutti i vertici (se esistono) del poliedro P descritto dalle

relazioni
Tr1 —x9 +4r3 =1
—x] — Ty — T3 > 5,

argomentando la risposta alla luce della Proposizione 7.6.
Ribadiamo che dalla Proposizione 7.6, risultera che in un poliedro P = {x € IR" : Ax > b},

dove A € IR™™ vi puo essere al pitt un numero di vertici pari a (numero massimo di
combinazioni di m elementi presi a classi di n)

<Z>:M; (48)
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di conseguenza se m < n il poliedro P non puo ammettere vertici.

Definizione 7.8 Sia dato il poliedro ammissibile P = {x € IR™ : Az > b} del problema
(40), con A € R™*™ e b€ IR™. Dato il punto T € P e la direzione d € IR™ ammissibile
in &, si dice che P contiene la rettar ={z € R" :x =T+ ad, a € IR}, sex € P per
ogni x € 1. O

Siamo ora in grado di enunciare un risultato di rilevante importanza per la soluzione
dei problemi di Programmazione Lineare. Il risultato seguente, che € noto in letteratu-
ra come Teorema Fondamentale della Programmazione Lineare (si veda anche
[BeTs97]), costituisce la summa dei risultati descritti nella presente sezione di queste note.
L’enunciato del teorema vale in generale per qualsiasi problema di programmazione line-
are, ma per uniformita di trattazione lo riferiamo al problema (40).

Teorema 7.1 (Teorema Fondamentale della PL) Dato il problema (40) di Pro-
grammazione Lineare, si supponga che il poliedro P = {x € IR" : Az > b}, con
A € IR™ ™, non contenga rette. Sono possibili solo i sequenti tre casi:

1) il poliedro P ¢é un insieme vuoto (ovvero (40) non ammette soluzioni ammissibili);
2) la funzione f(x) = cl'x ¢ illimitata inferiormente sul poliedro ammissibile P;

3) il problema (40) ammette almeno una soluzione e questa si trova su uno dei vertici
di P.

O

Si pud dimostrare (ma va oltre lo spirito delle presenti note), che nel Teorema 7.1 I'ipotesi
che il poliedro P non contenga rette, serve solo ad assicurare che il poliedro contenga
almeno un vertice. Pertanto & un’ipotesi inessenziale se & verificato il caso 1) oppure 2)
del Teorema Fondamentale della Programmagzione Lineare. A titolo di esempio si osservi
anche che il caso contemplato al punto 2) del Teorema 7.1 viene riassunto dal seguente
problema di Programmazione Lineare

min —zxy
I Z 0

$220
1+ a2 > 1,

in cui il poliedro ammissibile P & rappresentato nella Figura 28-(c).

Mostriamo ora come riformulare il Teorema Fondamentale della Programmazione Lineare
evitando di introdurre I'ipotesi relativa all’assenza di rette nel poliedro ammissibile.

A tale scopo si consideri il poliedro P = {x € IR" : Ax > b}, ove come al solito
A € IR™*™. Si osservi che gli m vincoli che definiscono il poliedro sono esplicitamente dati
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Figura 31: 1l poliedro P in forma standard non puo contenere la retta 7.

al
>"

(a) (b)

Figura 32: Vertici e vincoli attivi: in T c¢’¢ un solo vincolo attivo, in £ non vi sono
vincoli attivi, pertanto T e & non possono essere vertici. Al contrario A, B e C sono
vertici (in ciascuno di essi vi sono 2 vincoli attivi, con coefficienti dei vincoli linearmente
indipendenti).
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da

a; x > b;, i=1,...,m, (49)
essendo
al b1
A= : , b= :
al bm
Di conseguenza, per un’opportuna scelta delle variabili y; > 0, ¢ = 1,...,m (cosiddette

variabili surplus), possiamo riscrivere i vincoli (49) come segue:

T

a; r —y; = b;, i=1,...,m,

(50)
yZZO i:1,...,m,

ovvero avremo il nuovo poliedro (con I, indichiamo come al solito la matrice identita con

m righe),
P:{(i)eﬂ%nm:(/ﬁ —Im)<‘;>=b, yZO}.

Si noti che ora il poliedro P contiene m 4+ m vincoli e n+ m variabili. Inoltre, sostituendo

nell’espressione di P la relazione z; = a:j — @, , con x,f >0,z; >20,i=1,...,m, si
ottiene dopo qualche breve passaggio il poliedro
xT xT xT
P = = | eRTTTM (A —A — 1) | 2 | =0, x= | >0,
Yy Yy Yy

ovvero, ridenominando semplicemente le variabili

rt

otteniamo per P ’espressione P = {z € IR?"*™ : Az = b, z > 0}, in cui
A=(A —A —1I,) e R™@+m)  p—pe R™. (51)

Naturalmente, il poliedro P contiene adesso un numero di vincoli pari a 2m+2n (m vincoli
originali ai quali si aggiungono (2n + m) vincoli di non negativita sulle variabili), a fronte
degli m vincoli ed n variabili del poliedro P di partenza. Quindi, il poliedro P presenta
una complessita maggiore rispetto a P.

Definizione 7.9 Data la matrice A € IR™ ™ ed il vettore b € IR™ in (51), con m =m

en = 2n + m, diremo che il poliedro P = {z € IR : Az = b, z > 0} ¢ in forma
standard. [l

La trasformazione da P a P & servita ad ottenere un poliedro in cui sono presenti
vincoli di non negativita su tutte le variabili. Si noti poi che qualsiasi poliedro puo sempre
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essere trasformato in forma standard. Bastera infatti introdurre i vincoli e le variabili
aggiuntive come e stato mostrato sopra.

Se un poliedro P ¢ in forma standard, esso presenta una proprieta estremamente inte-
ressante per riformulare il Teorema Fondamentale della Programmazione Lineare in forma
piu generale. In particolare, ogni poliedro non vuoto in forma standard non contiene
rette. Infatti (si veda Figura 31), essendo P confinato nel primo ortante dello spazio
Euclideo (per via dei vincoli di non negativita sulle variabili), non & possibile che tutti i
punti di una retta appartengano ad un solo ortante.

Come si e gia avuto modo di dire, per risolvere il problema (40) vengono adottati
metodi specifici in grado di determinarne le soluzioni in modo efficiente. 11 Metodo del
Simplesso ¢ uno di questi e richiede che il poliedro ammissibile di (40) sia preventivamente
posto nella forma standard (la qual cosa come si é detto ¢ sempre possibile, a prezzo di un
aumento del numero delle variabili e dei vincoli che descrivono il poliedro).

Sulla base delle precedenti considerazioni possiamo enunciare allora una nuova versione
del Teorema Fondamentale della Programmazione Lineare, relativo ad un problema di
programmazione lineare del tipo (si noti che ora, rispetto a (40), il poliedro ammissibile &
in forma standard)

Az = b, Aec R™" beR™, (52)

al quale e sempre possibile ricondursi, a partire da un qualsiasi poliedro e considerando
anche I’Osservazione importante 2. Si noti che in (52) il vettore ¢ € IR" & dato da

+c
—c | e R?t™.
0

ol
Il

Teorema 7.2 (Teorema Fondamentale della PL (standard)) Dato il problema
(40) di Programmazione Lineare, lo si trasformi nel problema di Programmazione Line-
are (52), dove P ={z € R" : Az =b, z >0}, con Ac IR™"™. Sono possibili solo i
sequentt tre casi:

1) il poliedro P ¢ un insieme vuoto (ovvero (52) non ammette soluzioni ammissibili);

2) la funzione f(z) = €'z ¢ illimitata inferiormente sul poliedro ammissibile P;

3) il problema (52) ammette almeno una soluzione e questa si trova su uno dei vertici
del poliedro ammissibile P.

0
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Corre 'obbligo ribadire che i poliedri P e P sono in generale diversi tra loro (coincideranno
se e solo se P ¢ gia in forma standard), pertanto la proprieta di non contenere rette pud
non essere soddisfatta da P in IR™, mentre puo invece valere per P nello spazio esteso IR".

Esempio 7.13 Sia dato il problema di Programmazione Lineare

max 3x1 — o
1‘120
r1+x9+1=0
—2§2:L‘1—:L‘2—1’3—61‘4§5.

Per trasformarlo nella forma standard, in base alla Definizione 7.9, si osservi intanto che
il problema ha 4 variabili e 4 vincoli, pertanto poniamo n = 4 ed m = 4. Dei 4 vincoli solo
3 risultano di disuguaglianza, pertanto bastera aggiungere le 3 nuove variabili (slack) y1,
Yo ed ys, e riscrivere tutti i vincoli in forma di uguaglianze (oltre ad includere i vincoli di
non negativita), ottenendo

1 —y1=0

1 +x90 = —1
2:1)1—:132—1‘3—61‘4—]42:—2
2x1—x2—x3—6m4+y3:5,
Y1,Y2,y3 = 0.

Dal momento poi che x1,x2,x3, x4 non risultano vincolate in segno (ovvero non vi sono i
vincoli di non negativita su di esse) dovremo anche applicare 'uteriore sostituzione

et F
T, =z —x;, 1=1,...,4,

ottenendo alla fine per Uinsieme P nella Definizione 7.9 l'espressione

:E'l" = x; —Ty = -1
2%;r -2z —ZL‘;_ +xq —x3t 4237 —6x4T +624~ —1o - _92
20f =22y —zf +x; —x3T 4237 —624T +6x4- +y; = 5

+ = ot = = ot -

Ty, Ty, Ty, Lo, Tz, Tz, Ty, Ty, Y1, Y2, Y3 > 0.

Infine dovremo trasformare anche la funzione obiettivo, introducendo la minimizzazione al
posto della massimizzazione, i.e.

min —3z] + 3x] + 25 — 25 .

Pertanto la riformulazione del problema di PL di partenza (in cui il poliedro ammissibile é
ora definito in uno spazio FEuclideo esteso), in forma standard, risultera complessivamente

la sequente
min ¢’z
Az =10
z >0,

86



dove

-3
+3
+1
0 !
¢ = 0 | e RY, b= 5 e R,
0 _5
0
0
0
0
1 -1 0 0 00O OO0 -1 00
- 1 -1 1 -1 00 OO0 O 00O 4x11
A=l9 29 21 1 211 66 0 10|
2 -2 -1 1 -11 -6 6 0 01
essendo anche
Ly
Ty
3
Ty
o
2= | z3 e R
]
Ty
U
Y2
Y3

Esempio 7.14 [Esempio 7.13 bis] Questo esempio considera nuovamente il problema
di Programmazione Lineare

max 3r1 — T2
1’120
1 +x20+1=0
—2§2JZ1—$2—.’L‘3—6.’L’4§5,

dato nell’Esempio 7.13, e ne fornisce un’ulteriore trasformazione in forma standard. Ra-
gionando come nel caso dell’Esempio 7.13, in base alla Definizione 7.9 abbiamo 4 variabili
e 4 vincoli, pertanto poniamo n =4 ed m = 4. Dei 4 vincoli solo 3 risultano di disugua-
glianza, ed uno di essi (i.e. x1 > 0 ) é un vincolo di non negativita per la variabile 1.
Pertanto bastera aggiungere le 2 nuove variabili (slack) yo ed ys, e riscrivere tutti i vincoli
in forma di uguaglianze (oltre ad includere i vincoli di non negativita), ottenendo

1 +x0 = —1
201 —x9 — 13 — 614 — Yo = —2
2x1 — w9 — w3 — 624 + Y3 = 5,
r1,Y2,y3 > 0.
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Dal momento poi che xo,x3, x4 non risultano vincolate in segno (ovvero non vi sono i
vincoli di non negativita su di esse) dovremo anche applicare 'ulteriore sostituzione

ot
T, =z —x,

i=2,....4,

ottenendo alla fine per linsieme P nella Definizione 7.9 l'espressione

1 +:E§L —Ty = -1
201 —xy +xy, —ax§ 4wy —6xzf 46z, —yo = =2
211 —x; +Ty —x; +xg —6:1:1r +6x, +ys = 5)

+ = o = o =
T, Ty, Ty, Ty, Tg, Ty, Ty, Y2, y3 = 0.

Infine dovremo trasformare anche la funzione obiettivo, introducendo la minimizzazione al
posto della massimizzazione, i.e.

min —3x1 + x; -y .

Pertanto la riformulazione del problema di PL di partenza (in cui il poliedro ammissibile é

ora definito in uno spazio Fuclideo esteso), in forma standard, risultera complessivamente
la sequente

min ¢!z
Az=b
z >0,
dove
-3
+1
-1
0 -1
¢ = 0 | e R, b=| -2 | € R?,
0 5
0
0
0

b N
Il

00
2 -1 1 -1 1 —6 6 —1 0 | e R*™,
2 -1 1 -11 -66 01

essendo anche
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